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Introduction
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L’héritage



Introduction
Poincaré, physicien

Les travaux probabilistes
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But the most unsatisfactory part of the whole work is, it seems to us,
the entire ignoration of the true (i.e. the statistical) basis of the second
Law of Thermodynamics. According to Clerk-Maxwell (Nature, xvii. 278)
“The touch-stone of a treatise on Thermodynamics is what is called the
second law.” We need not quote the very clear statement which follows
this, as it is probably accessible to all our readers. It certainly has not
much resemblance to what will be found on the point in M. Poincaré’s
work : so little, indeed, that if we were to judge by these two writings
alone it would appear that, with the exception of the portion treated in the
recent investigations of v. Helmholtz, the science had been retrograding,
certainly not advancing, for the last twenty years

(Peter Gunthrie Tait, Nature, January 1892)

J’ai laissé complètement de côté une explication mécanique du principe
de Clausius que M. Tait appelle “the true (i.e. statistical) basis of the
second Law of Thermodynamics.” Je n’ai pas parlé de cette explication,
qui me paraı̂t d’ailleurs assez peu satisfaisante, parce que je désirais
rester complètement en dehors de toutes les hypothèses moléculaires
quelque ingénieuses qu’elles puissent être; et en particulier j’ai passé
sous silence la théorie cinétique des gaz.’

(Poincaré à Nature, 17 mars 1892)
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L’héritage
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L’héritage
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Théorie cinétique des gaz

Charles Hermite
(1822-1901)

Paul Appell Emile Picard Henri Poincaré
(1855-1930) (1855-1941) (1854-1912)



Introduction
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Théorie cinétique des gaz

Points mobiles se déplaçant suivant les équations de la mécanique, de telle
sorte que le volume total reste invariant dans le temps.
Exemple : molécules d’un fluide incompressible : forme change, pas le
volume
Hypothèse : les points restent dans E zone bornée de l’espace
Si on considère r0 une région de l’ensemble E , aussi petite soit-elle,
il y aura des trajectoires qui la traverseront une infinité de fois.

On discrétise le temps avec un pas d’amplitude τ .
r1, r2, . . . , rn, . . . : suite des conséquentes de r0 aux temps τ, 2τ, . . . , nτ, . . .
Antécédente de r ′ = région dont r ′ est la conséquente.
Régions ri ont même volume et ⊂ E borné⇒ s’intersectent
rp ∩ rq = s1 (p < q) : un point qui part de s1 est dans s1 au temps (q − p)τ .
On remonte le temps : r 1

0 ⊂ r0 dont s1 est la p-ième conséquente.
Point partant de r 1

0 y retournera au temps (q − p)τ .
On recommence en remplaçant r0 par r 1

0 .
Suite emboı̂tée (r n

0 ) ⊂ r0 t.q. tout point partant de r n
0 y revient n fois au moins.

Un point partant de l’intersection des r n
0 repassera une infinité de fois dans r0
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Cette théorie mérite-t-elle les efforts que les Anglais y ont consacrés?
On peut quelquefois se le demander; je doute que, dès à présent, elle
puisse rendre compte de tous les faits connus. Mais il ne s’agit pas
de savoir si elle est vraie; ce mot en ce qui concerne une théorie de ce
genre n’a aucun sens . Il s’agit de savoir si sa fécondité est épuisée ou si
elle peut encore aider à faire des découvertes. Or, on ne saurait oublier
qu’elle a été utile à M.Crookes dans ses travaux sur la matière radiante
ainsi qu’aux inventeurs de la pression osmotique. On peut donc encore
se servir de l’hypothèse cinétique, pourvu qu’on n’en soit pas dupe.

Je crois que le théorème de Maxwell est bien une conséquence
nécessaire de son postulat, du moment qu’on admet l’existence d’un
état moyen; mais le postulat lui-même doit comporter de nombreuses
exceptions.
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puisse rendre compte de tous les faits connus. Mais il ne s’agit pas
de savoir si elle est vraie; ce mot en ce qui concerne une théorie de ce
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se servir de l’hypothèse cinétique, pourvu qu’on n’en soit pas dupe.
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La Chaire de Physique Mathématique a pour titre officiel: Calcul des
Probabilités et Physique Mathématique. Ce rattachement peut se jus-
tifier par les applications que peut avoir ce calcul dans toutes les
expériences de Physique; ou par celles qu’il a trouvées dans la théorie
cinétique des gaz. Quoi qu’il en soit, je me suis occupé des probabilités
pendant un semestre et mes leçons ont été publiées. La théorie des
erreurs était naturellement mon principal but. J’ai dû faire d’expresses
réserves sur la généralité de la ”loi des erreurs”; mais j’ai cherché à la
justifier, dans les cas où elle reste légitime, par des considérations nou-
velles

[Cette loi] ‘ne s’obtient pas par des déductions rigoureuses; plus d’une
démonstration qu’on a voulu en donner est grossière, entre autres celle
qui s’appuie sur l’affirmation que la probabilité des écarts est propor-
tionnelle aux écarts. Tout le monde y croit cependant, me disait un
jour M.Lippmann, car les expérimentateurs s’imaginent que c’est un
théorème de mathématiques, et les mathématiciens que c’est un fait
expérimental.
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Fonction caractéristique :
1) f (α) =

∑
x px eαx dans le cas discret fini

2) f (α) =
∫
ϕ(x)eαx dx dans le cas à densité.
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La science et l’hypothèse, 1902 Science et Méthode, 1908
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Trois sources du hasard

1) Ignorance d’une cause très petite que nous ne pouvons pas connaı̂tre
mais qui produit un effet très grand

2) Complexité des causes qui nous interdit d’accéder à un ordre autre que
statistique (comme dans la théorie cinétique des gaz),

3) Intervention d’une cause imprévue que nous avons négligée.
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Comment saurons nous que deux cas possibles sont également prob-
ables? Sera-ce par une convention? Si nous plaçons au début de
chaque problème une convention explicite, tout ira bien; nous n’aurons
plus qu’à y appliquer les règles de l’arithmétique et de l’algèbre et nous
irons jusqu’au bout du calcul sans que notre résultat puisse laisser place
au doute. Mais, si nous voulons en faire la moindre application, il faudra
démontrer que notre convention était légitime, et nous nous retrouverons
en face de la difficulté que nous avions cru éluder.
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Grand nombre de tours : variation infime de l’impulsion initiale fait changer de
couleur
Revient au même : roulette divisée en un grand nombre de petits secteurs de
longueur ε

Convention :
Probabilité pour que cet angle soit compris entre θ et θ + dθ = ϕ(θ)dθ
(ϕ est une fonction arbitraire mais naturellement continue)

Probabilité cherchée : l’intégrale de ϕ étendue à tous les secteurs rouges.
ε: longueur d’un secteur sur la circonférence,
Double secteur de longueur 2ε contenant un secteur rouge et un secteur noir.
Mk et mk : max et min de ϕ sur le double secteur considéré.
ε petit et ϕ continue⇒ Mk −mk ≤ δ
Différence entre intégrales rouge et noire ≤

∑
k (Mk −mk )ε ≤ 2πδ

Somme de ces deux intégrales = 1⇒ chaque intégrale ∼ 1/2.
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Probabilité p pour qu’après un battement, même ordre qu’avant ; q = 1− p
ordre changé.
n battements : le joueur gagne (après ces n battements) une somme S égale
à {

1 franc si ordre inchangé
-1 franc sinon

S =
∏n

i=1 Xi avec Xi = ±1 indépendantes de loi (p, q)
Donc E(S) = (p − q)n → 0 quand n→ +∞ (sauf dans les cas triviaux p = 0
ou 1)
⇒ les deux ordres possibles ont tendance à devenir équiprobables.
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3. L’héritage
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Les méthodes de M. Lebesgue permettent d’étudier des questions de
probabilités qui paraissent inaccessibles par les procédés d’intégration
classique. D’ailleurs, dans les cas particuliers les plus simples, il
suffira de se servir de la théorie des ensembles que j’avais appelés
mesurables et auxquels M.Lebesgue a donné le nom de mesurables
(B) ; l’application de cette théorie des ensembles mesurables au calcul
des probabilités a été, à ma connaissance, faite pour la première fois
par M. Wiman.
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A.Durand and L.Mazliak : Revisiting
the sources in Borel’s interest in prob-
ability, Centaurus, 2011

les probabilités apparaissent comme la seule voie d’accès envisageable
au chemin de l’avenir dans un monde qui n’est plus doté des arêtes vives
de la certitude mais se présente désormais comme le royaume flou des
approximations.

(Cavaillès, Du collectif au pari, RMM, 1940)
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de la certitude mais se présente désormais comme le royaume flou des
approximations.

(Cavaillès, Du collectif au pari, RMM, 1940)



Introduction
Poincaré, physicien

Les travaux probabilistes
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Je voudrais m’adresser à tous ceux qui, au sujet de la théorie cinétique
des gaz, partagent l’opinion de Bertrand que les problèmes de proba-
bilité sont semblables au problème de trouver l’âge du capitaine quand
on connaı̂t la hauteur du grand mât. Si leurs scrupules sont jus-
tifiés jusqu’à un certain point parce qu’on ne peut reprocher à un
mathématicien son amour de la rigueur, il ne me semble cependant pas
impossible de les contenter.
C’est le but des pages qui suivent : elles ne font faire aucun progrès
réel à la théorie du point de vue physique; mais elles arriveront peut
être à convaincre plusieurs mathématiciens de son intérêt, et, en
augmentant le nombre de chercheurs, contribueront indirectement à
son développement. Si c’est le cas, elles n’auront pas été inutiles,
indépendamment de l’intérêt esthétique présent dans toute construction
logique.
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être à convaincre plusieurs mathématiciens de son intérêt, et, en
augmentant le nombre de chercheurs, contribueront indirectement à
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Problème A - Quelle est la probabilité pour qu’au 1er janvier 1907 toutes
les petites planètes soient sur un même demi-cercle C1 fixé l’avance.

Problème B. - Quelle est la probabilité pour que les points P soient tous
sur C1 à une époque t comprise dans un intervalle donné de 2000 ans,
par exemple entre le 1er janvier 907 et le 1er janvier 2907; cette époque
t sera déterminée par le sort, de telle manière qu’il y ait des probabilités
égales à ce que t soit compris dans deux intervalles de temps égaux
quelconques.

Problème C. - Connaissant à ε près les moyens mouvements des n
petites planètes et connaissant exactement leurs positions initiales, on
désigne par ω la probabilité pour qu’à une époque t choisie arbitraire-
ment dans un intervalle a, b tous les points P correspondants soient sur
C1. Quelle est la limite vers laquelle tend ω lorsque l’intervalle a, b aug-
mente indéfiniment?
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Je viens de lire le livre que vous avez eu l’amabilité de me faire en-
voyer; je n’ai pas besoin de vous dire combien les parties neuves m’ont
intéressé, en particulier votre théorie du battage. J’ai essayé de la met-
tre à la portée de ceux qui ne sont pas familiers avec les nombres com-
plexes, et il m’a semblé que j’obtenais ainsi une proposition un peu plus
générale. Si elle est nouvelle, et si elle vous paraı̂t intéressante, je vous
demanderai de communiquer la note ci-jointe.

(Borel à Poincaré, 29 décembre 1911)
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L’héritage

Borel
La descendance markovienne

Bohuslav Hostinský
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Poincaré, physicien

Les travaux probabilistes
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(Paul Lévy à Maurice Fréchet, 9 novembre 1928)
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c’est fini!

Merci de votre attention !
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