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Introdution �a l'e�et CasimirBertrand DuplantierServie de Physique Th�eorique�Orme des MerisiersCEA, SalayF-91191 Gif-sur-Yvette Cedexla sommeDevant la haux d'un mur que rienne nous d�efend d'imaginer omme in�niun homme s'est assis et songe�a traer d'une touhe rigoureusesur le mur blan le monde entier :portes, balanes, jainthes et tartares,anges, biblioth�eques, labyrinthes,anres, Uxmal, l'in�ni, le z�ero.J.-L. Borges. Constantes physiquesConstante de Plank : ~ = h=2� ' 1; 055� 10�34 J s ;vitesse de la lumi�ere :  ' 3� 108 m s�1 ;onstante de Boltzmann : kB ' 1; 381� 10�23 J K�1:D'apr�es Plank (1900) [1℄, l'�energie d'un mode stationnaire du hamp �eletromagn�etique,de veteur d'onde k, est quanti��ee, ave naturellement ~!k = h� par photon pr�esent. En raisonde la struture quadratique de l'�energie du hamp �eletromagn�etique, il existe une transforma-tion anonique qui assoie un hamiltonien d'osillateur harmonique (�a une dimension) �a haquemode. Au niveau lassique, ette vision �etait d�ej�a pr�esente hez Rayleigh, et Plank a pr�eis�ementd�eouvert (ou même invent�e) la quanti�ation des niveaux d'�energie de es osillateurs. En e�et,en m�eanique quantique, nous savons que les niveaux d'un osillateur harmonique sont quanti��esde mani�ere r�eguli�ere et donn�es parEm = ~! (m+ 12); m 2 N : (1)Il existe une �energie fondamentale non nulle 12~!, reet au prinipe d'inertitude d'Heisenberg. Lath�eorie quantique du hamp s'appuie pr�eis�ement sur ette desription par osillateurs, identi�antle niveau m de l'osillateur au nombre de photons dans le mode de pulsation !. A priori, l'�energiedu fondamental est bien pr�esente dans la onstrution th�eorique. On parle de l'�energie du videquantique, ii �eletromagn�etique. On pourrait alors roire que l'�energie du vide, �energie de r�ef�erene,est inobservable. Or, il n'en est rien, et le physiien hollandais H. B. G. Casimir a montr�e en 1948�Unit�e de reherhe assoi�ee au CNRS



42 B. Duplantier S�eminaire Poinar�edans un artile �el�ebre [2℄ qu'une fore marosopique, a priori mesurable, pouvait être engendr�eepar les utuations du vide �eletromagn�etique. Dans la g�eom�etrie originellement onsid�er�ee parCasimir, ette fore s'exere entre deux plaques ondutries non harg�ees. Lorsque la temp�eratureest non nulle, s'y ajoutent les e�ets du rayonnement du orps noir en �equilibre thermique ave lessurfaes ondutries. Lors d'exp�erienes r�eentes en 1997-98 ([3, 4℄), la fore r�esultante entre unesph�ere et un plan, tous deux m�etallis�ees, a pu être mesur�ee ave pr�eision �a l'aide d'un mirosope�a fore atomique.Nous donnons ii un aper�u du alul de Casimir, ainsi que sa g�en�eralisation aux e�ets detemp�erature. Remarquons tout d'abord qu'un argument dimensionnel permet d'antiiper la formedu r�esultat. Entre deux plaques tr�es grandes, on attend ainsi l'existene d'une pression (fore parunit�e de surfae) quantique �eletromagn�etique, d�ependante don a priori de ~,  et de la distaneL entre plaques. Pour onstruire une pression, mesur�ee en unit�es de pression P / N m�2 = J m�3,ave ~ / J s,  / m s�1, et L / m, il faut lairement multiplier ~ par , e qui fait disparâ�tre letemps, et en�n diviser par la puissane appropri�ee de L, 'est-�a-dire L�4. On trouve don la seuleforme possible a priori : PCasimir / ~L4 . Par antiipation, on peut dire que la surprise sera que leoeÆient soit non nul !Le alul de CasimirConsid�erons deux plaques planes identiques, toutes deux parall�eles au plan yOz et de grandeaire A = Ly � Lz, s�epar�ees d'une distane L dans la diretion orthogonale Ox.
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OFigure 1. Con�guration des plaques ondutries.Les plaques sont suppos�ees parfaitement ondutries, et les modes stationnaires du hamp �eletro-magn�etique entre es plaques sont d�erits par un veteur d'onde (kx;k); o�u k = (ky; kz) estparall�ele aux plaques ; dans la diretion perpendiulaire aux plaques, les onditions aux limites�eletromagn�etiques de onduteur parfait �xent la suite disr�ete de valeurs : kx = �nL ; o�u n estun entier positif ou nul, tandis que dans les diretions parall�eles aux plaques, des onditions auxlimites p�eriodiques (�tives�) donnent pour les deux omposantes de k des valeurs de la forme(ky; kz) = �2�nyLy ; 2�nzLz � ; o�u ny; nz sont deux entiers relatifs : ny; nz 2 Z:�On sait que le r�esultat asymptotique pour de grandes plaques ne d�epend pas de es onditions.



Vol. 1, 2002 Introdution �a l'e�et Casimir 43Ce mode de veteur d'onde (kx; ky; kz), not�e (n;k); osille ave une pulsation ! (orrespondant�a une fr�equene � = !=2�) :! = !n(k) = qk2x + k2y + k2z = r�2n2L2 + k2: (2)Chaque mode est doublement d�eg�en�er�e, du fait des deux polarisations possibles de l'onde �eletro-magn�etique (�a l'exeption du mode n = 0 qui n'est pas d�eg�en�er�e).�A temp�erature nulle, l'�energie �eletromagn�etique de la avit�e est la somme E0 des �energies depoint z�ero de haque mode :E0 = Xmodes (n;k) "0[!n(k)℄ ; "0(!) = 12~!: (3)Cette suite de modes est non born�ee et la somme pr�e�edente diverge. La physique nous guide pourlui donner un sens : dans l'�etablissement des modes stationnaires dans une avit�e, les onditionsaux limites interviennent, et l'on a onsid�er�e que l'eneinte �etait un onduteur parfait. Or auunonduteur n'est parfait jusqu'aux fr�equenes in�nies : pour de tr�es hautes fr�equenes, le mat�eriauonduteur de la plaque devient di�eletrique et transparent au rayonnement. Dans e as, lesonditions aux limites ne s'appliquent plus, et les modes de tr�es hautes fr�equenes ne vont pasontribuer �a la fore r�esultante. Cei onduit �a modi�er la somme (3) en oupant les hautesfr�equenes, 'est-�a-dire �a introduire l'expression r�egularis�ee :E0 = Xmodes (n;k) "0[!n(k)℄ ��!n(k)! � ; (4)o�u �(!=!) est une fontion de oupure, telle que �(0) = 1, et r�eguli�ere au voisinage de l'origine.Elle s'annule, ainsi que toutes ses d�eriv�ees, pour !=! tendant vers l'in�ni, suÆsamment vite pourque la somme r�egularis�ee soit onvergente. La pulsation de oupure ! apparâ�t dans � pour desraisons dimensionnelles ; elle d�epend des arat�eristiques mirosopiques du mat�eriau. (La limitedu onduteur parfait va orrespondre �a ! ! +1, pour laquelle �(!=!)! 1 pour tout ! �ni).Dans la limite o�u l'on onsid�ere des plaques de grandes dimensions Ly; Lz, on peut remplaerla somme sur les veteurs d'onde parall�eles aux plaques par une int�egrale. La distane L entreplaques, quant �a elle, reste �nie. Dans ette limite, on a yXmodes (n;k) � � � = 2 A(2�)2 1Xn=0 0 ZR2 d2k � � � ; (5)yDans le as de la g�eom�etrie de ondensateur plan, Ly; Lz ! +1, la somme sur les entiers ny, nz, divis�ee parle produit LyLz, est une somme de Riemann, et tend vers l'int�egrale sur les mêmes variables :2�Ly 2�Lz Xny ;nz2Z2 � � � ! 2�Ly 2�Lz ZR2 dnydnz � � � = ZR2 dkydkz � � � ;soit enore Xny ;nz2Z2 � � � ! A(2�)2 ZR2 d2k � � � ;qui est la mesure habituelle bidimensionnelle sur les veteurs d'ondes dans une grande bô�te. Par ailleurs, dans ladiretion Ox o�u la longueur L reste �nie, la somme 2 1Pn=0 0 � � � reste disr�ete et d�erit les indies n de la partietransverse des modes �eletromagn�etiques, y ompris la d�eg�en�eresene 2 globale de polarisation, sauf pour le moden = 0 qui est unique.



44 B. Duplantier S�eminaire Poinar�eo�u le signe prime sur la somme signi�e que le mode n = 0 est a�et�e d'un poids 1=2. Posons"(!) = "0(!) � (!=!) : L'�energie (4) s'�erit alors �a l'aide de (5)E0(L) = 2 A(2�)2 1Xn=0 0 ZR2 d2k " [!n(k)℄ :Comme l'on a par d�e�nition : !2 = !2n(k) = 2��2n2L2 + k2� ;on a, �a n �x�e, la di��erentielle !d! = 2kdk, o�u k = jkj. On a alors par int�egration simple sur lesveteurs d'onde parall�eles k :ZR2 d2k " [!n(k)℄ = Z +10 2�k dk " [!n(k)℄ = Z +1!n(0) 2��2! d! "(!); (6)et l'on trouve don :E0 = A 1�2 1Xn=0 0 1Z!n d! !"0(!)�� !!� ; !n � !n(0) = �n=L: (7)La fore assoi�ee, X0, se trouve par d�erivation :X0 = ��E0�L = �A 1�2 1Xn=0 0 1L!2n "0(!n)��!n! � ; (8)soit enore : X0 = �A�2~2L4 1Xn=0 0g(n); g(n) = n3��!n!� :L'�equivalent X10 de X0 dans la limite L grand est donn�e, omme dans toute limite ontinue, parl'int�egrale sur n au lieu de la somme \prime" sur n, soitX10 = �A�2~2L4 1Z0 dn g(n): (9)Pour obtenir la fore totale de temp�erature nulle, venant de la seule �energie de point z�ero"0(!) = 12~!, et s'exer�ant sur la plaque onsid�er�ee, on doit aussi prendre en ompte la fore (ensens ontraire) exer�ee par le vide �eletromagn�etique (in�ni) �a l'ext�erieur du ondensateur. Cettefore n'est autre que l'oppos�ee de (9), d'o�u la fore r�esultante ~X0 = X0�X10 : Cette r�esultante estdon la di��erene entre une s�erie et son int�egrale assoi�ee :~X0 = �A�2~2L4 � 1Pn=0 0g(n)� 1R0 dng(n)� ; g(n) = n3��!n! � :Pour �evaluer une telle di��erene existe alors la formule d'Euler-Malaurin :1Pn=0 0g(n)� +1R0 dn g(n) = � 112g0(0) + 16!g000(0) +O �g[5℄(0)� ; (10)



Vol. 1, 2002 Introdution �a l'e�et Casimir 45qui ontient toutes les d�eriv�ees d'ordre impair de g, prises �a l'origine, et qui est valable pour unefontion g s'annulant �a l'in�ni, ainsi que toutes ses d�eriv�ees. En alulant les d�eriv�ees suessives,on trouve ii g0(0) = 0; g000(0) = 6�(0) = 6; g[p℄(0) = O �!�(p�3)� ; p � 3:On en d�eduit don la valeur �niez1Pn=0 0g(n)� 1R0 dng(n) = 15! +O �!�2� :La fore r�esultante �a temp�erature nulle poss�ede don une limite universelle pour des onduteursparfaits, 'est-�a-dire lorsque ! ! +1. La pression limite, trouv�ee par H. B. G. Casimir en 1948,est : 1A ~X0 = � �2240 ~L4 : (11)La fore de Casimir est attrative, et l'on retrouve bien la forme analytique pr�evue pourla fore par unit�e d'aire en fontion de ~,  et de la longueur L. Seul le oeÆient num�erique�etait �a d�eterminer : ��2=240, et le fait remarquable est qu'il est non nul et universel, 'est-�a-direind�ependant de la nature des onduteurs parfaits. �A la fore de Casimir est assoi�ee une �energiede point z�ero qui s'obtient par simple int�egration~X0 = �� ~E0�L ; 1A ~E0 = � �2720 ~L3 : (12)�Energie libre �eletromagn�etique d'un ondensateur planNous onsid�erons dans la suite les e�ets de temp�erature x, a�n d'�evaluer eux-i en regard del'e�et de point z�ero. �A une temp�erature donn�ee T , des photons vont être pr�esents dans la avit�e,qui vont suivre la distribution statistique du \rayonnement du orps noir". D'apr�es la th�eorie de laquanti�ation du hamp �eletromagn�etique, haque mode propre lassique (n;k) est d�erit par unhamiltonien d'osillateur harmonique quantique, �a une dimension, de pulsation ! = !n(k), donn�eepar (2). Les niveaux d'�energie de e hamiltonien sont alors "m = ~!(m + 1=2), o�u m � 0 est lenombre de photons, haun d'�energie ~! = h�, pr�esents dans le mode onsid�er�e.En se restreignant d'abord �a un seul mode de pulsation !, l'�energie libre de et osillateurquantique �a l'�equilibre �a la temp�erature T se met alors sous la formef(!) = "0(!) + fT(!); (13)ave "0(!) = 12~!; fT(!) = ��1' (�~!) ; (14)o�u fT(!) est la partie d'�energie libre thermique du mode, � = 1=kBT , o�u kB est la onstante deBoltzmann, et o�u '(x) est une fontion simple. En e�et, la fontion de partition d'un osillateurharmonique est bien onnue :Z = 1Xm=0 e��Em = 1Xm=0 e��~!(m+12 ) = e� 12�~! 11� e��~! ;zOn peut remarquer que 'est la pr�esene du fateur n3, rapidement variable ave n, qui a donn�e la valeur�nie g000(0) = 3! par d�erivation. En l'absene d'un tel fateur, la formule d'Euler-Malaurin aurait ommen�e parg0(0) = O �!�1�, et la di��erene entre somme et int�egrale aurait disparu dans la limite du onduteur parfait.xLes premiers aluls sont dus �a Fierz [5℄ et Mehra [6℄.



46 B. Duplantier S�eminaire Poinar�ee qui donne l'�energie libre :f(!) = � 1� lnZ = 12~! + 1� ln �1� e��~!� ;soit pour la fontion ' : '(x) = ln �1� e�x� ; ['(x) � 0℄:Notons que par onstrution la limite de temp�erature nulle de fT(!) est nulle.L'�energie libre �eletromagn�etique purement thermique de la avit�e situ�ee entre les plaques estalors d�e�nie, en sommant la partie thermique de l'�energie libre de haque mode, omme :FT = Xmodes (n;k) fT[!n(k)℄: (15)�A la di��erene de la somme sur les modes (3) assoi�ee au vide, la somme (15) assoi�ee au rayon-nement thermique est onvergente. On peut l'�erire, en utilisant (5),FT(L) = Xmodes (n;k) ��1' [�~!n(k)℄ = 2 A(2�)2 1Xn=0 0 ZR2 d2k ��1' [�~!n(k)℄ : (16)�A n �x�e, on a d'apr�es l'expression (2) la di��erentielle !d! = 2kdk, o�u k = jkj. Dans l'�energielibre thermique (16) on a alors par simple int�egration sur les veteurs d'onde parall�eles k :ZR2 d2k'[�~!n(k)℄ = Z +10 2�k dk '[�~!n(k)℄ = Z +1!n(0) 2��2! d! '(�~!): (17)On introduit la variable x = �~!, qui est sans dimension, ainsi que les bornes un = �~!n(0), etl'on obtient l'�energie libre omme une s�erie simple :FT(L) = 2 A2�� 1(�~)2 1Xn=0 0 (un); (18)o�u  (u) = +1Zu dx x'(x): (19)Les bornes inf�erieures suessives un s'expriment en fontion du param�etre fondamental sans di-mension � : � = ��~=L; un = n �: (20)En omparant les �energies ~! de photons appartenant �a deux modes ons�eutifs, on peut pr�eiser,�a l'aide du param�etre �, le domaine de temp�erature ou d'espaement des plaques pour lequel learat�ere disret des modes disparâ�t. Pour simpli�er, on prend des veteurs d'onde parall�eles nulspour es deux modes : k = 0. Pour de tels modes, l'�eart entre les �energies de deux photons assoi�esest don ~�! = ~[!n+1(0)� !n(0)℄ = ~�=L = �kBT . Le arat�ere disret des modes disparaitrasi ette di��erene d'�energie est petite devant l'�energie thermique kBT , soit � � 1. �A temp�eratureordinaire, T ' 300K, ela donne L � 24�m, et �a plus ourte distane le arat�ere disret serad�etetable.On peut maintenant aluler, dans la limite L grand, l'�equivalent de l'�energie libre FT(L) (18),que l'on note alors F1T (L). D'apr�es la disussion pr�e�edente, dans la limite de grandes distanes



Vol. 1, 2002 Introdution �a l'e�et Casimir 47(ou de haute temp�erature) � = ��~=L� 1, on est en pr�esene d'un ontinuum de modes. Dansette limite, les un varient ontinûment. La somme sur n dans FT, si on la multiplie par � / 1=L,devient une somme de Riemann, et tend vers l'int�egrale onvergente ave omme mesure �dn = du:{ On a don : � F1T � lim�!0� FT = 2 A2�� 1(�~)2 +1Z0 du  (u):Une int�egration par parties donne imm�ediatement : Z +10 du  (u) = � Z +10 du u 0(u) puisque lafontion  s'annule �a l'in�ni. D'o�u+1Z0 du  (u) = +1Z0 dx x2'(x) = �I2 = �2�(4) = ��445 ;o�u l'on a utilis�e l'int�egraleIp = � Z +10 dx xp ln(1� e�x) = p! �(p+ 2); p 2 N; (21)et la fontion � de Riemann �(p) = 1Xn=1n�p; �(4) = �490 :Apr�es division par �, l'�energie libre ainsi obtenue,F1T = 2 A2�� 1(�~)2 �� 2��(4)� = �A L� 1(�~)3 �245 ; (22)est pr�eis�ement l'�energie libre du orps noir dans un volume 
 = A�L. La limite L!1 a restaur�ela sym�etrie entre les trois diretions de l'espae, et l'on retrouve la limite des grands volumes.Pour le alul des fores, il va être utile d'introduire l'�energie libre thermique, relative ouenore soustraite, d�e�nie omme : ~FT = FT �F1T : (23)Son expression expliite se trouve par (18) et (22)~FT = 2 A2�� 1(�~)2 24 1Xn=0 0 (un)� 1� +1Z0 du  (u)35 (24)= 2 A2�� 1(�~)2 " 1Xn=0 0 (�n) + 2��(4)# : (25){Il faut ii remarquer que la pr�esene du \prime" dans la somme sur n et du fateur 12 pour le mode n = 0 nejoue pas de rôle dans la limite L grand. La di��erene entre les deux sommes est en e�et �nie, alors que l'on �evalueii es sommes �a l'ordre O(L), suppos�e grand.



48 B. Duplantier S�eminaire Poinar�eFores dues au rayonnement thermiqueLe rayonnement ompris dans ette eneinte, �a l'�equilibre thermique, exere une pression surles plaques. Comme en thermodynamique, la pression se alule omme la d�eriv�ee de l'�energie librepar rapport au volume, soit PT = ��FT�
 . Ii, pour un d�eplaement de la plaque de droite, parexemple, on peut �erire d
 = A dx = A dL: D'o�u PT = � 1A �FT�L , e qui donne la formule pour lafore XT(L) = ��FT(L)�L : (26)Elle se alule �a partir de l'expression (18) de l'�energie libre, �a l'aide des �equations �el�ementaires�� (un)�L = ��un�L  0(un) = �un�L un'(un);o�u �un=�L = �un=L: Soit : XT = �2 A2��L 1(�~)2 1Xn=0 0u2n'(un): (27)Cette fore, perpendiulaire �a la plaque, est positive ('(x) � 0); don r�epulsive. C'est la fore depression du orps noir en g�eom�etrie �nie, o�u le arat�ere disret des modes apparâ�t lairement parla pr�esene même de la s�erie.Dans la limite L!1, on doit retrouver la fore de pression du orps noir de volume in�ni,soit X1T = ��F1T�L = A� 1(�~)3 �245 : (28)C'est bien en e�et la limite obtenue pour (27) en y rempla�ant la somme sur n par l'int�egraleorrespondante.En fait, une plaque m�etallique maintenue �a la temp�erature T est en �equilibre thermique avele rayonnement existant de haque ôt�e. Par ons�equent, ette plaque va être soumise �egalement �al'ation des photons ext�erieurs �a la avit�e. La fore due au rayonnement �eletromagn�etique situ�e�a l'ext�erieur (in�ni) du ondensateur est alors simplement la fore de pression du orps noir devolume in�ni, que nous venons de aluler, qui est n�egative pour la plaque de droite, et donsimplement �egale �a �X1T :En d�e�nitive, la fore r�esultante thermique, not�ee ~XT(L), exer�ee par l'ensemble du rayonne-ment thermique sur la plaque onsid�er�ee, ii de droite, est simplement la fore :~XT = XT �X1T = �� (FT �F1T )�L = �� ~FT�L : (29)D�eveloppement de ourte distane ou de basse temp�eratureL'expression en s�erie (27) de la fore XT, due au rayonnement thermique situ�e �a l'int�erieurdes plaques, fournit un d�eveloppement naturel de basse temp�erature ou, de mani�ere �equivalentede ourte distane, o�u � = ��~=L � 1. En e�et, on remarque tout d'abord que le terme n = 0ne ontribue pas �a la fore, ar limx!0 x2lnx = 0. Pour n � 1 un = n� = n��~=L � 1; et'(x) � �e�x pour x grand, d'o�u u2n'(un)��1 ' �n2�2e�n�: Le mode n = 1 ontribue ainsi unefore r�epulsive dominante, exponentiellement petite. On a ainsi :XT = �2 A2��L 1(�~)2 ��2'(�) + 4�2'(2�) + � � � � ;



Vol. 1, 2002 Introdution �a l'e�et Casimir 49soit, apr�es r�edution : XT = A 1� �L3 �e�� +O �e�2��� ; �� 1:Dans la fore r�esultante thermique (29) ~XT, la fore dominante est la fore de pouss�ee dueau rayonnement ext�erieur du orps noir, tandis que le mode interne n = 1 ontribue une forer�epulsive, exponentiellement petite. On a plus pr�eis�ement :~XT = �2 A2�� 1(�~)2 1L �2�(4)��1 � �2 �e�� +O �e�2���	 ; � = ��~L :Soit expliitement : ~XTA = ��245 1� 1(�~)3 + 1� �L3 �e�� +O �e�2��� : (30)�Energie libre totaleIntroduisons �nalement l'�energie libre totale ~F assoi�ee �a la r�esultante totale des fores, etprovenant de l'�energie du vide et de l'�energie libre thermique : k~F = ~E0 + ~FT = ~E0 + FT �F1T : (31)Il est alors utile de r�e�erire l' �energie libre thermique (24) sous la forme plus expliite en la variable� : ~FT(L; �) = A�2~L3 G(�) (32)G(�) = 1�3 " 1Xn=0 0 (�n) + 2��(4)# : (33)L'�energie libre totale est don simplement dans es notations (voir (12))~F = ~E0 + ~FT = A�2~L3 �� 1720 + G(�)� : (34)Le d�eveloppement de basse temp�erature de G est pour �� 1 :G(�) = 1�3 �12 (0) +  (�) + � � �+ 2��(4)� : (35)Nous avons, d'apr�es les d�e�nitions (19) de  et (21) (0) = �I1 = ��(3) (36) (�) = �(�+ 1) �e�� +O �e�2��� ; �� 1; (37)d'o�u expliitement :~F = A�2~L3 �� 1720 + 1�3 ��12�(3) + 2��(4)� (�+ 1) �e�� +O �e�2����� : (38)kCette �energie libre totale ~F est don soustriate, en e sens qu'elle tient ompte de l'e�et de l'ext�erieur des parois,et elle est identique �a elle qui apparâ�t dans la ontribution suivante de R. Balian, o�u elle est not�ee F (T ). On adon aussi la orrespondane : ~FT = F (T )� F (0).



50 B. Duplantier S�eminaire Poinar�eave � = ��~=L� 1.Le d�eveloppement de haute temp�erature peut être obtenu �a partir de l'expression (32) et dela formule de Poisson. On peut aussi utiliser une formule remarquable de dualit�e basse et hautetemp�eratures, satisfaite par la fontion G[7℄�2G(�) = �02G(�0) (39)��0 = (2�)2; (40)e qui donne pour l'�energie libre thermique (32) : ��~FT(L; �) = �2�� �4 ~FT�L; (2�)2� � : (41)On d�eduit alors de (38) la limite haute temp�erature de l'�energie libre totale :~F = �A �(3)8��L2 +O ���2e� 4�2� � : (42)ave � = ��~=L� 1.Comparaison des e�ets thermiques et de point z�eroNous avons vu que la fore r�esultante de Casimir �a temp�erature nulle poss�ede une limiteuniverselle pour des onduteurs parfaits :1A ~X0 = � �2240 ~L4 :La fore r�esultante totale, ~X, est d�e�nie �a partir de l'�energie libre totale (31) omme :~X = �� ~F�L : (43)En rassemblant les r�esultats pr�e�edents (30), on trouve que la fore r�esultante totale s'exer�ant parunit�e d'aire sur la plaque, est �a basse temp�erature ou �a ourte distane :1A ~X = 1A � ~X0 + ~XT� = � �2240 ~L4 � �245 1� 1(�~)3 + 1� �L3 e�� + � � � : (44)La fore r�esultante est domin�ee par la fore de Casimir et par elle du orps noir, toutes deuxattratives, la premi�ere orretion due aux modes internes disrets �etant exponentiellement petite.Pour L = 1�m, on a � ' 24. On est don loin d�ej�a dans le domaine disret pour les modesint�erieurs aux plaques : le premier ne ontribue pas �a la fore thermique, si e n'est ave un fateure�24 ! Le rapport  = ~XT~X0 est don, d'apr�es (44), �egal �a : ' �X1T~X0 = 24045 L4(�~)4 = 13 �2�� �4 : (45)Pour L = 500 nm; � = 48, on trouve  = 0; 98�10�4. On voit don que, même �a temp�eratureordinaire, l'e�et des utuations du vide domine largement la fore de orps noir. Tout se passeomme si l'on �etait �a temp�erature nulle, et des exp�erienes sensibles vont être apables de d�eteterl'e�et quantique du vide �eletromagn�etique.��Cette dualit�e n'est valable que pour la on�guration des plaques parall�eles ; voir la ontribution de R. Baliandans le même s�eminaire.



Vol. 1, 2002 Introdution �a l'e�et Casimir 51Fore entre plan et sph�ere, et approximation de Derjaguin� Fore entre plan et sph�ere : la situation exp�erimentale r�eelle est d�erite sur la �gure. Unesph�ere m�etallis�ee de rayon R est pla�ee en regard d'un plan onduteur, �a une distane d'approheOO0 = L de elui-i.
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Figure 2. Con�guration exp�erimentale des surfaes ondutries.Dans les exp�erienes men�ees en 1998 [4℄, une sph�ere de polystyr�ene est en e�et mont�ee surle bras d'un mirosope �a fore atomique, et approh�ee d'une surfae plane polie. Sur haune dees surfaes est d�epos�ee une ouhe d'aluminium de quelques entaines de nanom�etres d'�epaisseur.Elles sont ensuite ouvertes, pour �eviter toute orrosion, d'une tr�es �ne ouhe d'alliage, qui esttransparente au rayonnement impliqu�e. Le rayon total de la sph�ere ainsi m�etallis�ee est de l'ordrede R = 98; 0� 0; 25 �m. Les distanes d'approhe varient dans le domaine 120 nm � L � 500 nm(1nm = 10�9m). Les mesures sont faites �a la temp�erature ambiante.Une m�ethode d'approximation, due �a Derjaguin (1934) [8℄, permet en fait, dans la limiteL� R; de aluler l'interation sph�ere-plan en terme de l'interation entre deux plans. Elle onsiste�a remplaer, au voisinage du point d'approhe minimal O0 de la sph�ere, les tranhes �el�ementairessuessives de sph�ere par leur projetion orthogonale dans la diretion de la surfae ondutrieplane. La fore r�esultante sur la sph�ere s'�erit alors :Xsph(L) = 2�R Z +1L 1A ~X(x) dx; (46)o�u 1A ~X(x) est la fore r�esultante totale par unit�e d'aire (43), s'exer�ant entre deux plans s�epar�esd'une distane x.Dans le domaine de mesures : 120 nm � L � 500 nm, la valeur minimale de � est �min =�(L = 500 nm) = 48. D'apr�es la disussion suivant l'�equation (45) on a don  = ~XT= ~X0 � 10�4.En premi�ere approximation, on remplae don, dans l'expression int�egrale pour la sph�ere, la foretotale entre plans par la fore de Casimir de temp�erature nulle. yy La fore de Casimir sur la sph�ereyyRemarque : Il faut faire ii un peu attention, ar dans l'int�egrale (46) le domaine d'int�egration va en prinipejusqu'�a l'in�ni. Dans e domaine, qui est �equivalent �a elui de haute temp�erature, la fore thermique ~XT (qui esten fait la fore de van der Waals entre plans) �nit par l'emporter sur ~X0, et l'on ne peut plus invoquer l'argumentpr�e�edent. En fait, l'approximation de Derjaguin onsistant �a remplaer, au voisinage du point d'approhe minimalO0 de la sph�ere, les tranhes �el�ementaires suessives de sph�ere par leur projetion orthogonale dans la diretion del'autre surfae ondutrie plane, on on�oit physiquement que seul le domaine de distanes x� R soit importantdans ette approximation, et que l'approximation par la fore de temp�erature nulle ou de ourte distane soit valable.On peut par ailleurs remarquer que pour x tr�es grand, la fore thermique r�esultante ~XT(x) = XT(x)�X1T (x) tendvers sa limite de grande distane, qui est nulle par onstrution, et que l'int�egrale de Derjaguin onverge rapidement.L'analyse des orretions thermiques, donn�ee dans le paragraphe suivant, on�rme e point.



52 B. Duplantier S�eminaire Poinar�es'�erit don dans ette limite :Xsph(L) ' Xsph0 (L) = 2�R 1A Z +1L ~X0(x) dx = 2�R 1A ~E0(L) ; (47)o�u ~E0(L) est l'�energie dont d�erive la fore de Casimir (11) entre deux plans :~X0 = �� ~E0�L ; 1A ~E0 = � �2720 ~L3 : (48)La fore de Casimir sur la sph�ere s'�erit don �nalement :Xsph0 (L) = � �3360R ~L3 : (49)Ave un rayon de sph�ere R = 98; 0� 0; 25�m; et pour L = 200 nm, on trouve par exemple :Xsph ' �33; 4� 0; 09� 10�12N: Cette fore est don de l'ordre de la dizaine de pio-newtons, unefore parfaitement mesurable et, par ailleurs, omparable aux fores mises en jeu dans les syst�emesbiologiques, par exemple lors de miromanipulations de mol�eules d'ADN.Corretions de temp�erature dans la formule de Derjaguin�A partir de l'expression (46) et de la d�e�nition (43) de ~X nous trouvons imm�ediatement :Xsph(L) = 2�R 1A h ~F(L)� ~F(+1)i (50)= 2�R 1A ~F(L); (51)o�u nous utilisons le fait que l'�energie libre ompl�ete ~F s'annule �a grande distane, omme le montrel'�equivalent (42). Nous pouvons alors reprendre pour le domaine exp�erimental l'�equivalent de ourtedistane (38) de ~F(L), qui nous donne l'expression de la fore ompl�ete sur la sph�ere :Xsph(L) = � �3360R ~L3 �1� 720�3 ��12�(3) + 2��(4)� (�+ 1) �e�� +O �e�2����� : (52)En ne gardant que les termes non exponentiellement petits, nous pouvons �nalement �erireXsph(L) = � �3360R ~L3 �1 + 720� 12�3 �(3)� 2�4 �(4) +O ���2e����� : (53)La orretion thermique dans la formule (53) est en fait domin�ee par le terme en �(3), e qui donnedans le domaine exp�erimental onsid�er�e (L � 500 nm; �min = 48) une orretion thermique relativede l'ordre de 4� 10�3, et de même signe que la fore de Casimir (49). La formule (53) est utilis�eepar les exp�erimentateurs [4℄.La formule th�eorique simple (49) de point z�ero est don ompar�ee sur la �gure 3 aux r�esultatsexp�erimentaux. La ourbe th�eorique (49) est indiqu�ee en tirets. On voit qu'un bon aord existe.Cependant, l'�eart ave la ourbe exp�erimentale rô�t quand L diminue. Il est de l'ordre de ladizaine de %. Les orretions de temp�erature ne peuvent expliquer et �eart ave les r�esultatsexp�erimentaux. De même signe que la fore de Casimir, elles aroissent, quoique qu'insensible-ment, l'�eart th�eorie-exp�eriene. L'aord th�eorie-exp�eriene est restaur�e lorsque des orretionsde ondutivit�e �nie et de rugosit�e de surfaes sont apport�ees [4℄. (Voir la desription ompl�ete dees exp�erienes et l'analyse de es orretions dans la ontribution de S. Reynaud dans le mêmes�eminaire.) Remarquons en�n qu'il faudrait �egalement e�etuer l'analyse th�eorique des orre-tions g�eom�etriques �a la formule de Derjaguin (46), et pour e faire utiliser les m�ethodes g�en�eralesintroduites en [9℄, qui sont d�erites dans la ontribution suivante de R. Balian �a e s�eminaire.
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Figure 3. Comparaison de la fore alul�ee (49) (en trait pointill�e) ave les r�esultats exp�erimentaux ; la ourbe entrait plein tient ompte des orretions de ondutivit�e �nie et de rugosit�e de surfae (exp�erienes de U. Mohideenet A. Roy, Physial Review Letters, 81, 4549 (1998)).En onlusion, on peut dire que l'on observe don, dans es exp�erienes, des fores maroso-piques �eletromagn�etiques, engendr�ees par les utuations quantiques du vide, proportionnelles �a~, et ei en l'absene de toute harge et de tout photon dans la avit�e ! zz Plank, lorsqu'il inventasa fameuse formule de quanti�ation pour le orps noir, et introduisit la onstante h, ertes sanspouvoir enore imaginer le ompl�ement d'�energie du vide �a la th�eorie du orps noir, avait vraimentd�ehir�e un oin du voile.Aujourd'hui, la litt�erature sur l'e�et Casimir et ses divers d�eveloppements physiques etmath�ematiques est devenue �enorme, allant de l'�energie du vide pour les di��erents hamps quan-tiques jusqu'aux e�ets de taille �nie dans les syst�emes ritiques. Faisons don le hoix ii de neiter que les ouvrages r�eemment parus, qui pourront guider le leteur ou la letrie int�eress�e(e)vers d'autres artiles de reherhe [10, 11, 12, 13, 14, 15℄.R�ef�erenes[1℄ M. Plank, Ann. d. Phys. 4, 553 (1901).[2℄ H.B.G. Casimir, Pro. Kon. Nederl. Akad. Wetensh. B51, 793 (1948).[3℄ S.K. Lamoreaux, Phys. Rev. Lett. 78, 5 (1997) ; ibid 81, 5475 (1998).[4℄ U. Mohideen et A. Roy, Phys. Rev. Lett. 81, 4549 (1998).[5℄ M. Fierz, Helv. Phys. Ata 33, 855 (1960).[6℄ J. Mehra, Physia 37, 145 (1967).[7℄ L. S. Brown et G. J. Malay, Phys. Rev. 184, 1272 (1969).zzEn fait, il y a bien sûr une in�nit�e de photons mous longitudinaux, ave n = 0, qui ne ontribuent pas �a lafore ; en revanhe, les photons �a n � 1 sont essentiellement absents de la avit�e, e qui permet d'observer l'e�et del'�energie du vide.
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