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Abstract. Certes c'est un sujet merveil leusement vain, divers et ondoyant, que I'homme : il est malaise
d'y former jugement constant et uniforme . Michel de Mont aigne , Les Essais, Livre |, chapitre 1.

Pour distinguer les chosesles plus simples de celles qui sont compliquees et pour les chercher avec
ordre, il faut, dans chaque serie de chosesou nous avons deduit directement quelques verit es d'autr es
verit es, voir quelle est la chose la plus simple, et comment toutes les autres en sont plus, ou moins,
ou egalement eloignees. Rene Descar tes, Reglespour la direction de l'esprit, Regle VI.

Car, supposons, par exemple que quelgu'un fasse quantit e de points sur le papier a tout hasard,
comme font ceux qui exercent l'art ridicule de la geomance. Je dis qu'il est possible de trouver une
ligne geometrique dont la notion soit constante et uniforme suivant une certaine regle, en sorte que
cette ligne passe par tous ces points, et dans le m&me ordre que la main les avaient marques. G. W.
Leibniz , Discours de metaphysique.

Mens agitat molem. Vir gile , AEneid. lib. VI.
Un coup de des jamais n'abolira le hasard. St ephane Mallarm e, Cosmopolis, 1897.

L'antimo dernisme, c'est la liberte des modernes. Antoine Compagnon, a propos du livre \Les
antimo dernes : de Joseph de Maistre a Roland Barthes", Biblioth eque desldees,Gallimard, mars 2005.

Nous decrivons ici brievement ['histoire du mouvement brownien, ainsi que les contributions
d'Einstein, Smoluchowski et Langevin a sa theorie. L'imp ortance toujours actuelle de la theorie du
mouvement brownien en physique est illustr ee par des experiences recertes en biophysique, ou celui-ci
sert par exemple a la mesure de la force de traction sur une molecule unique d'ADN.

Dans une secondepartie, nous soulignons I'imp ortance math ematique de la th eorie du mouvement
brownien, illustr ee par deux exemples choisis. La represertation desormais classique de la theorie
du potentiel newtonien par le mouvement brownien est expliqu ee d'une maniere elementaire. Nous
concluons par la description des progresrecerts survenus en geometrie de la courbe brownienne plane,
et des concepts d'in variance conforme et de multifractalit e assccies, en relation avec la theorie du
potentiel de la courbe brownienne elle-méme.

1 Brewe histoire du mouvemert brownien

De nombreux grands ouvragesclassiquesdonnert un apercu historique du mouvemert brownien.
Parmi ceux-ci, citons ceux de Brush,! Nelson? Nye? Pais®, Stachel® et Wax.® Il existe aussidivers
essaisdont certains apparusrecemmen a I'occasiondu certenaire desarticles d'Einstein de 1905,

1S. G. Brush, The Kind of Motion We Call Heat, Book 2, p. 688, North Holland (1976).

2E. Nelson, Dynamic al Theories of Brownian Motion , Princeton Univ ersity Press (1967), second ed., ao0t 2001,
http://www.math.princeton.edu/ nelson/b ooks.html/.

SMary Jo Nye, Molecular Reality: A Perspective on the Scientic Work of Jean Perrin , New-York: American
Elsevier (1972).

4Abraham Pais, \Subtle is the Lord...", The Science and Life of Albert Einstein , Oxford Univ ersity Press (1982).

5John Stachel, Einstein's Mir aculous Year (Princeton Univ ersity Press, Princeton, New Jersey, 1998); Einstein
from "B' to “Z', Birkheauser, Boston, Basel, Berlin (2002).

6N. Wax, Selected Parers on Noise and Stochastic Processes New-Y ork, Dover (1954). Il contient desarticles de
Chandrasekhar, Uhlenbed et Ornstein, Wang et Uhlenbed, Rice, Kac, Doob.
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Figure 1: Aspect du mouvementbrownien decrit par le centre de gravite d'une particule de pollen
en susgension.

en mathematiques; physique® ou biologie.®

1.1 Robert Brown et sesprecurseurs

Dans un article publie en 1828 dans I' Edinburgh Journal of Scien, et republie de multiples fois
ailleurs,'? intitul e \A Brief Account of Microsmpical ObservationsMade in the Months of June,
July and August, 1827, on the Particles Contained in the Pollen of Plants; and on the General
Existence of Active Moleculesin Organic and Inorganic Bodies", le botaniste Robert Brown rap-
porta le mouvemert aleatoire de di erertes particules su samment nes pour &tre en suspension
dansl'eau. Il s'agit d'un mouvemert extrémemen erratique, apparemmert sans n (voir la gure
1)1

Brown ne fut pasle premier, enfait, a obsenerle mouvemert brownien. Il senble quele mou-
vemen universelet irr egulier de petits grains en suspensiondansun uide ait etevu trestdt apres
l'apparition du microscope!? Il sut ene et deregarderdansun microscope pour y voir danserde
petits objets. CelacommercaavecAnthony van Leeuvenhoek (1632-1723) fameux constructeur de
microscopesde Delft, qui fut aussidesigre en 1676 commeadministrateur de la successiordu non
moins celebre peintre JohannesVermeer,dont on pensequ'il fut I'ami. *® Leeuwvenhoek construisit

7J. P. Kahane, Le mouvement brownien : un essaisur les origines de la th eorie math ematique, dans Mat eriaux
pour T'histoir e des mathematiques au XX eme siecle, Actes du colloque a la memoire de Jean Dieudonne (Nice,
1996), volume 3 des Seminair es et congres, pp. 123-155, Societe math ematique de France (1998).

8M. D. Haw, J. Phys. C 14, 7769 (2002) ; B. Derrida et E. Brunet dans Einstein aujour d'hui, edite par M. Leduc
et M. Le Bellac, Savoirs actuels, EDP Sciences/CNRS Editions (2005).

9E. Frey et K. Krey, arXiv: cond-math/0502602.

10R. Brown, Edinburgh New Phil. J. 5, 358 (1828) ; Ann. Sci. Natur elles, (Paris) 14, 341 (1828) ; Phil. Mag. 4,
161 (1828) ; Ann. d. Phys. u. Chem. 14, 294 (1828).

110n peut consulter des enregistrements de mouvements browniens reels sur le site web
www.Ipthe.jussieu.fr/p oincare/.

125, Gray, Phil. Trans. 19, 280 (1696).

13Bjen qu'aucun document n'atteste de rappro chement entre Vermeer et Van Leeuwenhoek de leur vivant, il semble
imp ossible gu'ils ne sesoient pas connus. Les deux hommes sont nesa Delft la m&me annee, leurs familles respectives
faisaient le commerce de textiles et ils etaient tous deux fascines par la science et I'optique. Une hypothese com-
munement admise et vraisemblable est que Anthony van Leeuwenhoek fut en fait le modele de Vermeer, et peut-&tre
la source d'information scienti que de l'artiste, pour sesdeux celebres portraits de scierti ques, L'astr onome, 1668,
(Mus eedu Louvre, Paris), et Le geographe, 1668-69, (Stadelsches Kunstinstitut am Main, Francfort). (Voir Johannes
Vermeer, B. Broos et al., National Gallery of Art, Washington, Mauritsh uis, La Haye, Waanders Publishers, Zwolle
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plus decinqg certs \microscopes" simples,aveclesquelsi alla jusqu'a obsener desbacteriesvivantes.

On rencortre ensuite Bu on et Spallanzani, les deux protagonistesdu debat sur la generation
spontaneeau dix-huiti emesiecle,et en n Bywater, cite par Brown dans son secondarticle, et qui
publia en 1819la conclusionque\non seulemen lestissus organiques,mais aussiles substancesn-
organiques,consistert en particules animeesou irritables", sujettes au mouvemen brownien donc.
En fait, desobsenations similaires a cellesde Brown furent rapporteesen France, en 1827, par
Adolphe Brongniart, 4 un an avant la publication par Brown.

Robert Brown (1773-1858)etait I'un desplus grandsbotanistesde |'Angleterre de sonepoque.
Il estconnu pour la decouverte du noyau desplantes, et pour la classi cation de nombreusesplantes
exotiques rameneesd'un voyage en Australie en 1801-1805.Sa premiere publication sur le mou-
vemen erratique des pollens suscita beaucoupd'attention, mais l'utilisation destermes ambigus
\active molecules” par Brown lui amenades critiques fondeessur une certaine mecomprehension.
En e et, souslinuence de Buon, I'expressionsimilaire \mol eculesorganiques”represertait des
ertit eshypothetiques, desbriques elemertaires a partir desquellegout &tre vivant devait &tre con-
stitu e. Ce genre de theorie impregnait encore certains esprits au debut du 19eme siecle, si bien
gue l'on crut quel'opinion de Brown etait que les particules elles-memesetaient animees.Faraday
lui-meme dut le defendrelors d'une lecon du vendredi soir qu'il donna a la Royal Scciety le 21
fevrier 1829sur le mouvemert brownien 11°

Le merite de R. Brown fut au cortraire de s'emanciper de cette conception et de faire une
etude systematique du mouvemert qui porte son nom, avec des particules de pollen, de poussere
et de suie, de rochespulverisees,et mémed'un fragment du Sphynx, con rmant ainsi ' elimination
de I'nypothesevitaliste, ou le mouvemert aurait ete resene aux particules organiques.Quant a
la nature du mouvemert brownien, s'il ne put I'expliquer, il en elimina les explications faciles,
comme celleslieesaux courants de corvection ou d'evaporation, en montrant que le mouvemert
brownien d'une simple particule restait tout aussiinfatigable dans une goutte d'eau isolee dans
de I'huile ! 1l eliminait aussi par la m&me occasion 'hypothese de mouvemerts crees par des
interactions ertre particules browniennes,hypothesequi allait pourtant @tre reprise plus tard. La
represertation theorique que s'en t peut-etre Brown, mais qu'il evita toujours soigneusemen
de preserter comme la conclusion de sesetudes, aurait ete que les particules de matiere etaient
animeesd'un mouvemern rapide et irr egulier ayant sa source dans les particules elles-nemes, et
non dansle uide ervironnant. Avant de quitter Robert Brown, on ne peut s'empecer de citer la
rememoration par Charles Darwin desannees1830:

\ | saw a good deal of Robert Brown, \facile Princ eps Botanic orum," ashe wascalled by Humboldt. He seemed
to me to be chiey remarkable by the minuteness of his observations and their perfect accuracy. His knowledge was
extraordinary great, and much died with him, owing to his excessiwe fear to make a mistake. He poured out his
knowledge to me in the most unreserved manner, yet was stangely jealous on some points. | called on him two or
three times before the voyage on the Beagle [1831], and on one occasion he asked me to look through a microscope
and describe what | saw. This | did, and believe now that it was the marvelous currents of protoplasm in some
vegetable cell. | then asked him what | had seen;but he answered me, \That is my little secret.” 16

1.2 La periode d'avant Einstein

Entre 1831et 1857,il senble quel'on netrouve plus dereferenceaux obsenations de Brown, maisa
partir desannees1860,sontravail commercta a susciterun grand interet. Celui-ci s'etendit bientdt
aux cercleslitt eraires, si I'on en juge par un passagede \Midd lemarch" de George Eliot, publie
en 1872, et ou le chirurgien Lydgate proposeau Rev. M. Farebrother, en echange de specimens
matrins, \la dernieretrouvaille de Robert Brown, Microsmpic Observationson the Pollen of Plants,
si vous ne l'avez pas deja."

(1995).)

14 A, Brongniart, Ann. Sci. Natur elles (Paris) 12, 41 (1827).

153, G. Brush, The Kind of Motion We Call Heat, Book 2, p. 688, North Holland (1976).

16Charles Darwin: His Life told in an autobiographical Chapter, and in a selected series of his published letters,
ed. par son Is, Francis Darwin, Londres (1892) ; New York: Schuman (1950), p. 46.
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1.2.1 Le mouvemert brownien et la theorie cinetique desgaz

Il devint clair a partir desexperiencesfaites dans divers laboratoires que le mouvemen brownien
augmerte lorsque la taille des particules en suspension decrdt (on ne l'observait essetiellement
plus pour des rayons superieurs a un micron), lorsque la viscosite du uide decrdt, ou lorsque
la temperature augmerte. Dans cesanneessoixarnte du dix-neuviemesiecle,|'id ee emergeaque la
causedu mouvemert brownien etait a chercher dans les mouvemerts internes du uide, et plus
preciemert que le mouvemern en zig-zagdes particules en suspension etait d0 aux collisions avec
les moleculesde celui-ci.

Le premier nom qu'il convient de citer a cet egardest probablemernt celui de Christian Wiener,
titulaire de la chaire de geometrie descriptive a Karlsruhe, qui, en conclusionde sesobsenations,
rearma en 1863 que le mouvemert ne pouvait etre d0 a desinteractions entre particules, ni a
desdi erencesde temperatures, ni a de I' evaporation ou a descourants de convection, qu'il fallait
en chercher la causedans le liquide lui-meémel’ Cependart, satheorie desmouvemerts atomiques
predatait celle de Clausius et Maxwell, impliquant les mouvemerts des moleculesmais aussiceux
d\atomes d'ether". Le mouvemert brownien aurait alors ete relie aux vibrations de I'ether, a une
longueur d'onde correspondart a celle de la lumiere rouge et a la taille du plus petit groupe de
moleculesse mouvant ensenble dans le liquide. Une telle explication fut critiqu ee par R. Mead
Bache, qui montra que le mouvemen etait insensiblea la couleur de la lumiere, que celle-ci fat
violette ou rouge® Chr. Wiener estneanmoinscredite par certains auteurs commeayant le premier
decouert que les mouvemerts moleculairespouvaient donner I'explication du phenomene?®

Au moins trois autres personnesproposerert cette idee: Giovanni Cantoni de Pavie, et deux
Jesuitesbelges,JosephDelsaulx et Ignace Carbonelle, dans desnotes publieesentre 1877 et 1880.

\Les mouvements browniens... seraient, dans ma maniere de considerer le phenomene, le resultat des mou-
vemerts moleculaires caloriques du liquide ambiant", ecrivait ainsi Delsaulx dans I' Origine thermody-
namique des mouvementsbrowniens

Ce point de vue, parallele a celui de la theorie cinetique des gaz, rencortra de fortes oppo-
sitions. Un cytologiste tel le SuisseKarl von Neageli, familier de la theorie cinetique des gaz et
desordres de grandeursimpliques, ou un chimiste tel le britannique William Ramsey (futur Prix
Nobel de Chimie), remarquerert que les particules en suspensionpossdaient une masseplusieurs
certaines de millions de fois plus grande que celledesmoleculesdu uide. Chaquecollision aleatoire
avecune moleculedu uide ervironnant produisait donc un e et bien insu san t pour deplacerla
particule en suspension. Nageli ecrivait par exemplea propos du mouvemert similaire des micro-
organismesdans l'air :

\The motion which a sun-mote, and on the whole any particule found in the air, can acquire by the collisions
of an individual gas molecule or a multitude of such molecules is therefore so extraordinarily small, and the number
of simultaneous collisions against the particule from all sides so extraordinarily large, that the particle behaves as
if it were completely at rest."

Il croyait plutdt que la cause du mouvemert residait, non pas dans les mouvemerts
moleculairesthermiques, mais dans desforcesattractiv esou repulsives.

Et pourtant, la deuxiemepartie de saproposition quant ala frequencedescollisions, contenait
le principe de la solution. Car il s'agit d'un e et statistique collectif, comme le decrit de maniere
si perspicaceCarbonelle:

\Dans le cas d'une surface ayant une certaine etendue, les chocs moleculaires du liquide, causede la pression,
ne produiront aucun ebranlement du corps suspendu, parce que leur ensemnble sollicite egalemert ce corps dans
toutes les directions. Mais, si la surface est inferieure a I' etendue capable d'assurer la compensation desirr egularit es,
il n'y a plus lieu de considerer la pression moyenne, il faut reconnatre des pressions inegales et contin uellement
variables de place en place, que la loi des grands nombres ne ramenera plus a l'uniformit e, et dont la resultante ne
sera plus nulle, mais changera contin uellement d'in tensit e et de direction. De plus, les inegalites deviendront de plus
en plus apparentes a mesure qu'on supposera le corps plus petit, et par suite les oscillations deviendront en méme

17Chr. Wiener, Ann. d. Physik 118 79 (1863).
18R. Mead Bache, Proc. Am. Phil. Scc. 33, 163 (1894).
193, Perrin, Ann. de Chim. et de Phys. 18, 1 (1909).
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temps de plus en plus vives..."

Un physicien francais, Louis-GeorgesGouy, fit en 1888 les meilleures obsenations sur le
mouvemert brownien, d'ou il ressortissaitles conclusionssuivantes? :

- Le mouvemert estextrémemen irr egulier, et la tra jectoire senble ne pasavoir de tangente.

- Deux particules browniennes, méme proches, ont des mouvemens independarts I'un de
lautre.

- Plus les particules sort petites, plus leur mouvemern est vif.

- La nature et la densite des particules n‘ont aucunein uence.

- Le mouvemert est plus actif dansles uides les moins visqueux.

- Le mouvemert est plus actif a plus haute temperature.

- Le mouvemert ne s'arréte jamais.

Gouy senblait cependart encoreadmettre que lI'on ne pOt expliquer le mouvemert brownien
par lesmouvemerts desordonresdesmolecules mais par desmouvemerns partiellement coordonnes
a l'interieur du liquide sur une echelle de I'ordre du micron.

Il acquit pourtant un certain credit comme\d ecouvreur" de la causedu mouvemern brownien,
et commel' ecrit Jean Perrin a propos de cesconclusionsexperimentales:

\Ainsi apparat une propri ete profonde, eternelle, de ce qu'on nomme un uide en equilibre. Cet equilibre
n'existe que de facon moyenne et pour de grandes masses: c'est un equilibre statistique. En realite, tout le uide
s'agite inde nimen t et spontanement en des mouvements d'autant plus violents et rapides qu'ils concernernt des
portions plus petites ; la notion statique de I'equilibre est completement illusoire." 21

1.2.2 Mouvemernt brownien et princip e de Carnot

L'agitation brownienne se poursuit donc inde niment. Ceci n'est pas en cortradiction avec le
princip e de consenation de I'energie,car tout accroissemeh de vitessed'un grain, par exemple,
s‘accompagned'un refroidissemen local du uide ambiant, et I'equilibre thermique est statistique.

Gouy fut cependart le premier a noter I'apparente contradiction du mouvemert brownien
avecle principe de Carnot. Celui-ci enonceque I'on ne peut extraire de travail d'une simple source
de chaleur. Or il senble bien que du travail soit produit, de maniere uctuante , par lesmouvemerts
thermiques des moleculesdu uide. Gouy mentionna la possibilite theorique d'extraire du travail
gracea un cliquet relie a une particule brownienne, et conclut que le principe de Carnot cessait
peut-etre d'etre valide pour des dimensionsde l'ordre du micron, suivant en cela desresenesde
Helmholtz quant a la validit e de ce princip e pour destissus vivants.

Cesinterrogations trouv erert une oreille attentiv e chez Poincare, qui prononca la conference
suivante au Congressof Arts and Sciencesa St Louis en 1904, a propos de \La Crise actuelle de
la Physique mathematique"?? :

\Mais voici que la scene change. Le biologiste, arme de son microscope, a remarque il y a longtemps dans ses
preparations des mouvements desordonnes de petites particules en suspension ; c'est le mouvement brownien. Il a
cru d'abord que c'est un phenomene vital, mais il a vu bientdt que les corps inanim es ne dansaient pas avec moins
d'ardeur que les autres ; il a alors passe la main aux physiciens. Malheureusement, les physiciens se sont longtemps
desinteres®esde cette question ; on concertre de la lumi ere pour eclairer la preparation microscopique, pensaiernt-ils ;
la lumi ere ne va pas sans chaleur, de la des inegalites de temperature, et dans le liquide des courants interieurs qui
produisent les mouvements dont on nous parle.

M. Gouy eut I'id eed'y regarder de plus preset il vit, ou crut voir que cette explication est insoutenable, que
les mouvements deviennent d'autant plus vifs que les particules sont plus petites, mais qu'ils ne sont pas in uenc es
par le mode d'eclairage. Si alors cesmouvements ne cessemn pas, ou plut’ot renaissert sanscesse,sansrien emprunter
a une source exterieure d'energie, que devons-nous croire ? Nous ne devons pas, sans doute, renoncer pour cela a

201 -G. Gouy, J. de Physique 7, 561 (1888).

21]. Perrin, loc. cit.

22Henri Poincare, La valeur de la science, Biblioth eque de philosophie scierti que, Flammarion, Paris (1905) ; in
Congress of Arts and Sciences, Universal Exposition, St. Louis, 1904, Houghton, Miin and Co., Boston and New
York (1905).
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la conservation de I'energie, mais nous voyons sous nos yeux tantdt le mouvement se transformer en chaleur par le
frottement, tant®dt la chaleur se changer inversemert en mouvemert, et cela sans que rien ne se perde, puisque le
mouvement dure toujours. C'est le contraire du princip e de Carnot. S'il en est ainsi, pour voir le monde revenir en
arri ere, nous n‘avons plus besoin de l'o eil in nimen t subtil du demon de Maxw ell, notre microscope nous sut. Les
corps plus gros, ceux qui ont, par exemple, un dixi eme de millim etre, sont heurtes de tous les cotes par les atomes
en mouvemernt, mais ils ne bougent pas parce que ces chocs sont tr es nombreux et que la loi du hasard veut qu'ils
secompensert ; mais les particules plus petites recoivent trop peu de chocs pour gque cette compensation se fassea
coup sar et sont incessammment ballott ees.Et voila deja I'un de nos princip es en peril." 23

1.2.3 L\h ypothese" moleculaire cinetique

Aujourd'h ui, il nous senble evidernt que le monde est constitue de particules, d'atomes et de
molecules.Il n'en fut pas toujours ainsi, et 'hypothesed'une structure cortinue de la matiere
fut defendueavec acharnemert jusqu'ala n du dix-neuvieme siecle par de grands noms comme
Duhem, Ostwald ou Mach.

L'in tuition ou I'id ee que les gaz sort composesde moleculesindividuelles etait deja presene
au dix-huiti eme siecle, et Daniel Bernoulli en 1738 fut peut-etre le premier a armer que la
pressiond'un gaz sur un recipent est due aux collisions des moleculesavec les parois. Avogadro
emit I'armation radicale en 1811 que deux gaz a la meéme pressionet a la méme temperature
cortiennent le meémenombre de molecules.Lorsque cesconditions sort d'une atmosphere et de 25°
Celsius, le nombre contenu dansle volume d'un litre estnote N, et dit nombre d'Avogado.

Pour faire comprendrel'enjeu de la determination du nombre d'Av ogadro, il faut ici rappeler
gue dans la loi desgaz parfaits, la constarte R etait experimentalement accessibledepuis le dix-
huiti emesiecle,graceaux travaux de Boyle, Mariotte, Charles, et plus tard Gay-Lussac.Elle esten
e et assaieeau nombre de moles,N=N, qui est un parametre macroscopiqueexperimertal, a la
di erencedesnombrestotal de particules, N, et d'Avogadro, N, qui sort d'essencemicroscopique.

L'etude du mouvemert brownien joua un rbdle essetiel pour etablir de nitiv emen
I'h ypothesemoleculaire". Comme l'observe Jean Perrin, I'h ypothese"que les corps, malgre leur
apparencehomogene, sort formes de moleculesdistinctes, en agitation incessaite, croissart avec
la temperature, est logiquementsuggree par le seul phenomene du mouvemert brownien, avant
meémequ'elle ne I'explique.

En e et, d'apresPerrin, ce qui estreellemen etrange et nouveau dans le mouvemert brown-
ien, c'est qu'il ne s'arrete jamais, a la di erencede l'experience usuelle avec les phenomenesde
frottement. Sil'on pensea de I'eau que I'on versedansun baquet, on serend compte que le mou-
vemen coherent initial de l'eau est petit a petit fractionne, decaordonne par lesrebonds multiples
sur les bords, jusqu'a ce qu'un equilibre apparert s'installe dansle uide au reposdansle baquet.
Ce fractionnemernt du mouvemert, cette decoordination, se poursuivert-ils ad in nitum, comme
ils le feraient dans un milieu continu ideal ? Non, car l'observation de particules test sujettes
au mouvemert brownien precieemert, montre que le uide est capable d'imprimer eternellemert
des mouvemerts localemen cohererts aux particules en suspension, et ceci parce qu'il existe des
moleculesde taille nie dansle uide, en collisions elastiguesmutuelles permanertes.

Albert Einstein fut en 1905 le premier, avec en fait et de maniere independarte, William
Sutherland, a proposer une theorie quartitativ e du mouvemert brownien, qui allait permettre
a Perrin, dans des experiencescelebresmeneesen 1908, de determiner preciemert la valeur de
la constarte d'Avogadro N . Si Einstein reussit la ou beaucoupavaient ecoue, c'est qu'il utilisa
un raisonnemen de mecaniquestatistique global et ingenieux, que nous allons expliquer. Marian
von Smoluchowski avait egalememn mene en mémetemps desre exions selonun \Gedankenweg"
di eren, plus probabiliste, qui 'amena a des conclusionssimilaires. Nous y reviendrons.

Mens agitat molem

23 Demontrer que le phenomene brownien ne contrevient pas a l'imp ossibilit e de fabriquer un mouvemert perpetuel
(dit de secondeespece), ou du travail serait extrait de maniere coherente par un observateur (rapp elant le fameux
demon de Maxwell) est assezsubtil. Il fallut attendre Leo Szilard, qui montra en 1929 qu'une telle tentativ e, de
par l'information qu'elle requiert, s'accompagnerait d'une production d'entropie de mesure compensart la reduction
d'entropie apparente due a l'utilisation coherente des uctuations.
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1.3 Albert Einstein, 1905

L'article de 1905 qui nous occupe ici et qui est reproduit dans ce fascicule, s'intitule : \Sur le
mouvement de petites particules en susgension dans des liquides au repos requis par la theorie
cinetique moleculaire de la chaleur".?* Einstein y cherchait a etablir a partir de la th eorie cinetique
moleculaire de la chaleur, I'existence et la taille desmolecules,et a determiner un moyentheorique
pour determiner precieemert le nombre d'Avogadro. Il concluait ene et :

\Meoge es bald einem Forscher gelingen, die hier aufgeworfene, fur die Theorie der Wearme wichtige Frage zu
entscheiden 1" 2°

Assezetonnammert, il n'etait pas encorecertain qu'il s'appliquat au mouvemert brownien.
Son introduction s'ouvre en e et ainsi : \Dans cet article on va montrer que d'apres la theorie
cinetique moleculaire de la chaleur, des corps de taille visible au microsmpe et en suspension
dans desliquides doivent executer des mouvementsd'une magnitude telle que ceux-ci peuventétre
aisement obsenes au microsmpe. Il est possibleque les mouvementsdiscutesici soient identiques
a ce quel'on appelle le mouvementbrownien moleculaire ; les donneesqui me sont accessiblessur
ce dernier sont si imprecisesqueje n'ai pu me former de jugementprecis sur la question."

Einstein s'appuyait en fait sur les resultats de sa these, qu'il deposa onze jours avant de
soumettre son fameux article sur les suspensionsde particules. Ce n'est que plus tard et progres-
sivemert que sespredictions serort quantitativ emert con rm eespar des donneesexperimentales
an eessur le mouvemert brownien.

1.3.1 Lesargumernts d'Einstein

Sademonstration reposesur deux elemerts distincts, relevant de domainesapparemmern cortra-
dictoires.

Il senblait tout d'abord naturel d'invoquer, pour des particules en suspensionde taille tres
superieure a celle des moleculesdu liquide, une represeniation corntinue du milieu liquide, la
represertation hydrodynamique Un corpussubstartiel de connaissancey avait ete accunule, dont
la fameuse\form ule de Stokes", qui donne la force de friction s'opposart au mouvemert d'une
sphere dans un liquide.

Mais il fallait en mémetemps a Einstein reussira exploiter la th eorie cinetique de la chaleur,
en s'eloignart du contexte desgaz pour lequel celle-ciavait ete a I'origine concue, pour aller vers
celui desliquides, ou |'etat de la theorie etait beaucoupmoins avance. Ce fut la notion essetielle
de pression osmotique developpee par Van't Ho, qui permit ce passage.Celle-ci s'appuie sur
une vision cinetique du desordremoleculaire, ou les moleculesdissoutes,d'une taille imagineetre
comparable a celle des moleculesdu liquide, particip ent au mouvemert general comme dans un
gazdilue.

Voici donc Einstein en possessiorde deux theoriess'occupart de particules dans un uide,
l'une, la theorie hydrodynamique de Stokes fondee sur I'hnypothese que le liquide est un milieu
cortinu, qui adhere a une grande surfacesolide sedeplacart a traverslui, loin de toute turbulence,
et ou l'agitation moleculaire senble ne jouer aucun rdle ; l'autre, la theorie osmotique de Van't
Ho, fondeesur I'hypotheseque la particule en solution, senblable a une molecule quelconquedu
uide, est soumiseaux mémeslois de l'agitation moleculaire.

Il fallut la perspicacite d'Einstein pour comprendre,et demortrer a l'aide de saconnaissance
profonde de la mecaniquestatistique, que les deux points de vue etaient simultanemert valides
pour des particules aussigrandesque les particules browniennes.

Einstein commencedonc par s'interessera la pression osmotique creee dans une solution
par les molecules de solute. Cette notion fut developpee par J. H. Van't Ho, %® qui arma
l'identit e, pour dessolutions diluees,entre la pressionexerceesur desparois semi-permeablespar

24A. Einstein, Ann. d. Physik 17, 549-560 (1905).

25\Souhaitons que bientdt un chercheur parvienne a trancher la question ici posee, si imp ortante pour la th eorie
de la chaleur".

26]. H. Van't Ho, Kongliga Svenska Vetenskaps-Academiens Handlingar , Stockholm, 21, 1 (1884).
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desmoleculesen solution et la pressionpartielle exerceepar un gaz. Cette surpression,p, due aux
moleculesen solution, obeit donc pour dessolutions su samment dilueesa la loi desgaz parfaits

n
= —RT, 1
P= N 1)
ou R est la constarte des gaz parfaits, T la temperature absolue, et n le nombre de particules
dilueespar unite de volume, ou densite particulaire.

Dans sa these, Einstein s'etait preoccupe de I'e et sur la viscosite de la dilution de telles
molecules,commecellesde sucredans de I'eau. Cette fois, les particules en suspensionconsiderees
sont beaucoupplus grandes, pour etre obsenables au microscope. Einstein arme d'emblee que
la di erenceentre moleculesde solute et particules en suspensionn'est qu'a aire de taille, et que
la loi de Van't Ho doit s'appliquer aussiaux particules en suspension.Puis il demortre cefait et
la formule (1), en determinant I'energielibre d'un ensenble de telles particules en suspension. Il
calcule en fait la fonction de partition assaieepar la methode d'espacedesphases.

Einstein imagine ensuite que les nombreusesparticules de la suspensionsort soumisesa une
force externe F, qui depend evertuellement de leurs positions, mais pas du temps.2’ Cette force,
prise selonl'axe desx par exemple,deplacechaque particule de solute, et erntra™me un gradient de
concertration. Soit n(x; y; z;t) le nombre de particules en suspension par unite de volume autour
du point x; y;z al'instant t. A un gradient de concerration de particules en suspensioncorrespond
d'apres(1) une pressionosmotiquenon-uniforme. En considerart la resultante desforcesde pression
sur une une tranche elemertaire dx, on obtient ainsi une force de pressionosmotique par unite de
volume:

@

R
- gradp = WTgradn(x,y,z,t), 2

ou le gradient estici la deriveespatiale selonla direction x de la force.

Par ailleurs, la quartite ¢ = nF represere la force totale exterieure agissart par unite de
volume sur les particules browniennesen suspension. Du point de vue a la fois hydrostatique et
thermodynamique on imagine a priori que I'equilibre d'une unite de volume de la suspension soit
instaure lorsquela force ¢ estequilibreepar la force de pressionosmotique . En exprimant en
fait un argument d'invariance a I'equilibre de I'energielibre de la suspension par rapport a des
deplacemetts virtuels, Einstein demortre en e et que la sommedesforcesexterieure et osmotique
par unite de volume, s'annule :

Ft o = 0 ®3)
R
nF = N Tgradn: 4)

On peut remarquer qu'il obtient directement la formule explicite (4) a partir de I'energielibre de
particules en suspension,sanss'appuyer sur le resultat (1), montrant en celaque les deux resultats
proviennert de la m&meapproche.

La secondepartie de l'argument porte sur desconsiderations dynamiquesd'equilibre de ux .
L'equilibre dansle uide n'est en e et qu'apparent : pendart que la force F meut les particules
en suspension, celles-ciexecutert leur mouvemert brownien, re et de la nature cinetique de la
chaleur.

En semouvant dansle uide souslin uence de la force F, chaque particule en suspension
subit une force de resistancede friction visqueuse.Ceci amene la particule a une vitesse limite
V = F=,o0u estlecoecient de friction visqueusede chaque particule en suspension. Il en
resulteun ux de particules

F=nV=nF=; (5)

27 Cette force peut etre par exemple celle de gravitation, comme dans les experiences de sedimentation menees
plus tard par Jean Perrin, mais la beaute de lI'argument est que son resultat ne depend pas de la nature de la force,
qui peut méme etre virtuelle, comme dans la notion de \tra vail virtuel" de la mecanique du dix-h uiti eme siecle.
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nombre de particules traversart une unite de surface perpendiculaire a la direction x de la force.

La densite particulaire n(x;y;z;t) obeit a I'equation de di usion locale

@n

= =D n; 6

@ ©
ou represene le Laplacien = —gz + —@@2 + —gz; et ou D est un coe cien t, dit de di usion,

qui s'exprime en metres carrespar seconde.A cette equation est naturellement assaie un ux de
diusion p, qui estle nombre de particules di usant a travers une unite de surfacepar unite de
temps. Ce ux estdirectemert lie au gradient de concenration par?®

p = Dgradn: (7)

A I'equilibre, vu ici de maniere locale et dynamique, le ux lie a la force, ¢ (5), et le ux
dediusion, p (7), secompenset :

F+ b = 0 (8)
nk= D gradn: 9)

En comparart alors les equations statique (4) et dynamique (9), on voit qu'elles ont des
structures identiques par rapport a n et son gradient, et qu'il vient une identit e necessaireentre
coe cien ts :

D=—-——-: 10

N (10)
En supposart que les particules en suspensionsort toutes desspheresde rayon a, Einstein utilise
en n la relation de Stokesdonnart le coe cien t de friction  d'une sphere plongeedansun uide
(continu) de viscosite

=6 a; (11)

d'ou il deduit nalement : RT 1
D= — : 12
N 6 a (12)

C'est la fameuserelation d'Einstein, qui setrouve deja dans sathese.En fait, par une cencidence
remarquable, la mémerelation fut decouwerte en Australie pratiquement au momert ou Einstein
e ectuait sontravail de these! En e et, William Sutherland soumit un article en mars 1905, ou
cette relation etait obtenue par une methode similaire.?® On devrait donc certainemert l'appeler
plus correctemert relation de Sutherland-Einstein.

Dans l'article de 1905, Einstein complete ces resultats par des considerations d'essence
mathematique et probabiliste. Soit P(x;y;z;t) la densite de probabilite de trouver une
particule brownienne donneeau point x;y;z au tempst. Cette densite obeit a I'equation de di u-
sion :

—=D P: (13)

Suivons-le dans sa demonstration.

I commencepar introduire un intervalle de temps , petit devant les dureesd'obsenation,
mais su samment grand pour que les mouvemerts e ectu espar une particule durant deux inter-
vallesde temps consecutifs puissen @tre considerescomme desevenemetts independarts.

28Einstein poseen fait directement cette equation, sanspasserpar |'equation de di usion qu'ii demontre plus loin.
Pour les lecteurs enclins aux math ematiques, rapp elons que le Laplacien est aussi = div(grad), ou la divergence

est l'op erateur de derivation d'un vecteur A : divA = F:A = % + % + @ngz ; et ou le gradient est l'op erateur

vectoriel de derivation grad = g; g; g . A partir de I'equation de diusion : % = D n; par comptage des
particules traversant une surface fermee arbitraire et application du theoreme de Green-Ostrogradski, on trouv e
imm ediatement I'existence a travers la surface d'un ux dediusion p = D gradn.

29\W. Sutherland, Phil. Mag. 9, 781 (1905).
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Supposonsalors qu'il setrouveun nombre total de particules N en suspensiondansle liquide.
Pendart un intervalle detemps , lescoordonneesde chaqueparticule le long del'axe x vont changer
d'une quantite , ou prend une valeur di ererte (positive ou negative) pour chaque particule.
Une certaine loi de distribution probabiliste va gouverner : le nombre dN de particules subissan
un deplacemen dont la valeur sesitue entre et + d estdela forme

dN=N'" ()d ;

ou z +1
C(d =1 (14)
1
etou, pour petit, ' () di eredezeroseulemen pour detresfaiblesvaleursde . Cette fonction
satisfait aussia la condition de symetrie

SO =" () (15)

Einstein cherche alors a determiner commert le coe cien t de di usion depend de ', en se
restreignart a nouveau au casunidimensionnel, ou la densite particulaire n ne depend que de x et
t. Notons ainsi n = f (x; t) le nombre de particules par unite de volume, et calculonsla distribution
de cesparticules au tempst + a partir de leur distribution au temps t. D'apresla de nition
de la fonction ' (), on obtient le nombre de particules situeesau tempst + entre deux plans
d'abscissesx et x + dx :

z +1
f(x;t+ )dx = dx f(x+ ;) ()d (16)
1

Comme esttrespetit, nous pouvons poser

fot+ )=f(xt)+ a7

o/®

De plus, endeweloppart f (x + ;t) en puissancesde

@, 2@f (x; 1) .
@ 2 @2
Nous pouvons alors placer ce developpemert sousle signed'intgration dans (16) puisque seulesde
trespetites valeursde  contribuent a cette derniere. Nous obtenons
@_ . “, Zer @ ‘o2
fe —=f Od +—~ Od  +—
@ 1 @ @ 1 2
Du cote droit, les second,quatrieme, etc., termes s'annulent d'apresla propriete de parite (15),
tandis que pour les autres termes, chacun d'entre eux est tres petit par rapport au preceden.
D'apr escette equation, en prenant en compte la propriete de consenation (14), en posart

f(x+ ;t)=Ff(xt)+

1 VA +1 2
- - (d  =D; (18)
1 2
et en ne consenant que les premier et troisiemetermes du membre de droite, on obtient
@ af
— =D—: 19
a e (19)

Il s'agit la de I'equation de di usion bien connue, ou nous reconnaissonen D (18) le coe cien t de
di usion.

Faisonsici une remarquesur la methode d'Einstein. La de nition (18) ci-dessusdu coe cien t
de diusion D peut sereecrire

h 2i 2 (yd =2D; (20)
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ce qui represette la valeur moyennedu carre de la variation ~ produite par l'agitation thermique
pendart letemps . Formellemert identique ala formule (25) que nousallons voir ci-dessousegt qui
donne la loi du deplacemenm carre moyen en fonction du temps, elle porte evidemmen en germe
celle-cid'une maniere presquetautologique. De plus, comme est suppose petit, cette de nition
impligue I'existence de la limite (18) pour ! 0, sil'on requiert que D soit independart de

Einstein continue en remarquant que toutes les particules ont etesrepereesjusqu'alors par
rapport a une origine commune sur I'axe desx, mais que leur independancepermet ausside reperer
individuellement chacune par rapport a la position qu'elle occupait au tempst = 0. Il en resulte
alors que f (x; t)dx est aussile nombre de particules (par unite d'aire) dont I'abscissele long de
I'axe desx avarie erntre lesinstants 0 et t d'une quantit e compriseentre x et x + dx. Cette fonction
f obeit donc aussia I'equation de di usion (19). Einstein ajoute qu'il est evident que l'on doit
alors avoir, pour t = 0,

zZ,,
f(x;t=0)=0;8x6 0; et f(x;t)dx = N:
1

Le probleme, qui coincide donc avec celui de la di usion a partir d'un point (en negligeart
les interactions ertre particules di usan tes), est maintenant completemert determine mathema-
tiquement ; sasolution s'ecrit

N x2

F50= @ o= ™ 2ot

(21)
La densite de probabilit e, P(x; t) = f (x; t)=N, pour une seuleparticule brownienne d'etre en
x a dx pres,sielle etait enen 0 a l'instant t = 0, estdonc la distribution gaussiennenormalisee

1 x2

PO~ @ oy ™ 2ot

(22)
En trois dimensions, si la particule brownienne est en 0 a linstant t = 0, la solution de
I'equation (13) est encoreune gaussiennegui s'ecrit :

1 X2+ y? + 72

P(xy;z;t) = @ bz P Dt ;

(23)

et I'on retrouve evidemmern la densite P (x; t) precedene par integration par rapport aux variables
y et z.

Cesresultats permettent d'evaluer par integralela valeur moyennedu carre du deplacemen,
par exempleselonl'axe desx. On trouve

Z+1 1 Z+1 x2
%, = 2P(x;t)dx = 2 - d
it . Xx“P(x;t) dx @ D= x“exp  oov dx
= 2Dt (24)

Comme nous l'avonsfait deja remarquer ci-dessusce resultat pour hx2i; estabsolumen identique
au resultat(20) pour h 2i , cequi n'est autre quele re et de I'invariance d'echele du mouvemert
brownien, une notion peut-&tre encorenon completemert ma'tris eeen 1905!

De la relation physique de Sutherland-Einstein (12), on tire nalement le deplacemen brown-
ien moyen en fonction du temps

RT 1

%, = 2Dt = —
It N 3 a

t: (25)

C'est la premiere apparition d'une relation dite de uctuation-dissip ation, qui relie ici des uctu-
ations de position a une propriete de dissipation (la viscosite). Dans cette equation fondamertale
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pour le mouvemert brownien, hx?i, t, aet sort mesurables,et ainsi le nombre d'Av ogadro peut
etre determine. On ne peut qu'etre ebahi par ce resultat : preparez une suspension de petites
spheres,tresgrandescependart par rapport aux dimensionsmoleculaires,prenezun chronometre
et un microscope, et mesurezN ! Einstein donnaun exemple: pour 'eaua17°C,*°a  0;001mm =
1 m N 6 10%, ontrouveun deplacemen tx?i 6 m pourt= 1mn.

On peut sedemanderjusqu'a quel point la formule de Sutherland-Einstein (10) ou (12) prouve
I'existence des molecules.Autrement dit, que serait la limite du coe cien t de diusion D = BI-
si la nature etait cortinue, c'est-a-dire si le nombre d'Av ogadro etait inni ? On pressen que D
s'‘annule, et que le deplacemen de di usion brownien (25) disparat tout simplemert dans cette
limite, mais il faut s'assurer,pour &tre rigoureux, de I'existence simultaneed'une limite cortinue
nie du coe cien t defriction oudelaviscosite lorsqueN ! 1 .Nousy revenonsdansla section
(1.5.4) ou I'etude d'un modele microscopiquepermet un calcul explicite de , et de conclure que
le mouvemert brownien est bien une manifestation de I'existence desmolecules!

1.3.2 Einstein, 1906, theorie generale du mouvemert brownien

Dans un autre article ecrit endecenbre 1905et recu le 19 du mémemois par Annalen der Physik,3?

intitul e cette fois : \Sur la theorie du mouvementbrownieri', Einstein merntionne que \Peu apres
la parution de mon article sur les mouvementsdes particules en susgension dans des liquides, en

relation avec la theorie moleculaire de la chaleur, Siedentopf (de Jena) m'a informe que lui-méme
et d'autres physiciens-au premier chefle Prof. Gouy (de Lyons [sic])- s'etaient convaincus par des
observationsdirectes, que ce quel'on appelle le mouvementbrownien est cause par les mouvements
thermiquesirr eguliers des moleculesde liquide.

Non seulementles proprietes qualitatives du mouvement brownien, mais aussi l'ordre de
grandeur des trajectoires decrites par les particules correspndent completement avec les resultats
de la theorie."

Cette fois, Einstein est convaincu qu'il s'agit bien du mémephenomeneque celui qu'il a decrit.
Il s'attache alors a en donner une autre approche theorique,plus generale.Celle-civa s'appliquer au
mouvemert de di usion de translation, mais ausside rotation de particules en suspension, ou aux
uctuations de chargesdans une resistanceelectrique. Nous decrivons brievemert cette approche
qui esttresgenerale, et a notre avis tr eslumineuse.Elle fait jouer un role essetiel ala distribution
de Boltzmann a I' equilibre thermodynamique, et montre que la presenation ou la stationnarit e de
celle-cidansle temps necessitd'existence mémedu mouvemernt brownien en liaison avecla nature
moleculaire de la chaleur.

Einstein considere une grandeur , dont la distribution est celle de Boltzmann

dn=Ae == ()d =F()d; (26)

ou A estun coe cien t de normalisation et ou ( ) estl'energiepotentielle assaieeau parametre
. Ici dn est proportionnel a la densite de probabilit e d'occupation de la valeur , ad pres,et
decrit, dans une approche par ensenbles de systemesa la Gibbs, le nombre de systemesidentiques
au systemeactuel pris dans cet etat.
Einstein va utiliser cette relation pour determiner les changemets irr eguliersdu parametre
produits par les phenomenesthermiques. Il exprime alors que la fonction F( ) ne change pas
pendart un intervalle detempst sousl'e et combine de la force correspondant au potentiel et des
phenomenesthermiquesirr eguliers; t estun temps si petit que les changemerts concommitants de
la variable dansun systemepeuvent &tre considerescommein nimen t petits danslesargumens
de la fonction F( ).
On seplace alors le long de la droite represenant la variable reelle , en un point arbitraire
o. Pendart le temps elemertaire t, autant de systemesdoivernt passerpar le point o dansune

30D'apr es John Stachel dans Einstein's Mir aculous Year (Princeton Univ ersity Press, Princeton, New Jersey,
1998), la donnee sur la viscosite de I'eau qui est utilis ee est extraite de la thesed'Einstein, et correspond en fait a
une temperature de 9;5°C.

31 A. Einstein, Ann. d. Physik 19, 371 (1906).
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direction que dans l'autre. La force % correspondart au potentiel  engendreun changemen
de la valeur du parametre par unite de temps, ou vitessede changemen de

d
dt @
ou B est, selonles termes d'Einstein, la \mobilit e du systemepar rapport a ". Il s'agit la d'une
equation de frottement visqueux du mémetype queI'equation (5) ou B = 1= . D'apres(26), il en
resulteune variation du nombre de systemespassart par le point o pendart le temps elemertaire
t:
Q@

ni = B @ B tF( O); (28)

= 0

(27)

ou le nombre de systemesest compte algebriguemert selonle cote, positif ou negatif, de ¢ vers
ou ils sedirigent, c'est-a-dire selonle signede la vitesse (27).

Supposonsque la probabilit e pour que le parametre  change, pendart le mémetempst et
sousl'e et desprocessughermiquesirr eguliers,d'une quartite , ad pres,soit egalea {()d,
ou () = ¢( ) estindependart de . Cette dernieresupposition re etela nature intrinseque
de l'agitation thermique. Le nombre de systemespassan par le point o pendart le tempst dans
la direction positive est alors donne par

z +1
Nz = F(Co ) «Od (29)
0
ou () represere la probabilit e cumuleeque le systemefasseun saut d'au moins  versla droite
pendart le tempst : 7
+1
() = o 9d © (30)

De la mémemaniere, le nombre de systemesqui passen a traversla valeur o dansle sensnegatif
pendart le meémetemps sousl'e et des uctuations thermiquesest, enle comptant algebriquemert,
z +1
na= FCot ) Od (31)
ou lI'on a utilis e la propri ete de symetrie
z +1
() = o 9 © (32)

L' equation qui exprime mathematiquemert I'in variancede la distribution d'equilibre F( ) estalors
la loi de consenation algebrique du nombre d'ensenbles

ni+ N+ n3z=0: (33)

En reprenart les expressionsde ni, ny, et nz, et sesouvenart quet, et donclesvaleursde pour
lesquelles () estdi erert de O, sort inniment petits, on trouve en developpart au premier
ordre I'equation essetielle3?:

1 .
8 & F( o)+ 2FY oh % = 0 (34)
@ -, 2
32En eet, on trouve pour la partie qui concerne les uctuations thermiques
z +1 z +1
N2+ ng = d [F(o ) F(o+) () = 2F% o) d t()
0 0
ou l'in tegrale s'ecrit explicitement
z +1 z +1 z +1 1
2 d t( 9d °= ( 92 ¢( 9d °= Zh Ziy;

0 0 2

apres avoir interverti I'ordre desintegrations ou encore integre par parties.



168 B. Duplan tier Seminaire Poincare

Ici Z .,
h 2it: 2 1()d

represerte la valeur moyenne du carre de la variation de la quartite produite par l'agitation
thermique pendart le temps t.

En utilisant alors la forme de la distribution de Boltzmann F( ) / exp F’;‘—T () qui
satisfait automatiquemert a I'equation (34), quel que soit le potentiel , Einstein obtient la valeur
des uctuations carreesmoyennes

h 2i, = 2B RT,. (35)
N
Ici, commeauparavant, R estla constarte desgaz parfaits, N le nombre d'Av ogadro,B la mobilit e
du systeme par rapport au parametre , T la temperature absolue,et t le temps pendart lequel
prennert place les changements de produits par l'agitation thermique.

L'etude d'Einstein montre donc que la distribution d'equilibre de Boltzmann, interpretee
dynamiquementcommedans|' equation de consenation (33), implique I'existenced'un mouvemert
de di usion brownien pour toute quartit e physique pour lequelle systemepossdeune mobilit e.

Cette ideeest d'ailleurs siriche quel'on peut inverserle point de vue et considerer I' equation
d'equilibre (34) commeune equationenF( ), ou h 2i, estindependart de et out estarbitraire.
Il estalorsremarquable que la solution de I'equation (34) ait necessairemeinla forme exponertielle
de la distribution de Boltzmann (26), ou RN—T appardt alors commeun parametre lie a la di usion
browniennepar l'identit e (35). Autrement dit, |'etude generaledynamique du mouvemert brownien
par Einstein implique egalemen la forme particuli erede la distribution d'equilibre ala Boltzmann-
Gibbs .23

Einstein applique le resultat (35) aux mouvemerts browniens de translation et de rotation.
Pour les mouvemerts de translation, le parametre est une coordonneespatiale x quelconque,et
il faut inserer la valeur correspondante de la mobilit e B. Pour une spherede rayon a, en suspension
dans un liquide de viscosite , la formule de Stokes, pour laquelle il cite le cours de Kirchho 34,
donne commevu plus haut

et I'on retrouve la formule celebre (25) :

RT 1
N 3 a

2, = t: (36)
Einstein traite ensuite, pour la premierefois, le mouvemert brownien de rotation d'une sphere
en suspension dans un liquide, et considere les uctuations carreesh#?i d'un angle de rotation
guelconque# induites par l'agitation thermique.
Sil'on notealors = 2 |le momert desforcesagissan sur une sphere en suspensiondans
un liquide de viscosite , la vitesselimite angulaire assaieeest, d'apresKirchho la encore:

d#
a8 a3 (37)

33Cela suggere fortement d'introduire dans les cours de physique statistique cette demonstration generale
d'Einstein du mouvement brownien, an de faire comprendre la nature statistique et dynamique de I'equilibre ther-
modynamique. En e et, dans I'appro che habituelle, le mouvement brownien n'est pas du tout enseigne en premiere
partie, et lorsqu'il l'est, appara’t plut™ot comme une curiosit e. L'appro che que l'on privil egie d'habitude consiste a
intro duire la distribution de Boltzmann, soit via I'ensemble micro canonique et I'entropie de Boltzmann assciee,
en evaluant cette derniere pour un petit systeme en contact avec un thermostat, soit via I'entropie statistique de
Shannon et I'ensemble canonique. Dans ces appro ches formelles, I'accent est mis sur les probabilit es, et I'on ne voit
pas la necessie du maintien dynamique de la distribution d'equilibre par le processusd'agitation thermique. Apres
tout, des moleculesou des particules en suspension, me&me initialemen t sagemert distribu eesselon la statistique de
Boltzmann, tomberaient toujours au fond du recipient sousl'e et de la gravitation en l'absence de cette agitation
thermique !

34G. Kirc hho, Vorlesungen uber Mechanik, 26. Vorl., 4.
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et dans ce cas,l'on doit poser
1

8 a3’
On en deduit
RT 1
N 4 a3
Le mouvemert angulaire produit par l'agitation thermique moleculaire decrdt donc avecle rayon
de la sphere beaucoupplus vite que le mouvemert de translation.

Pour a= 0;5mm, et del'eau a 17° C, la formule donne pour t = 1 secondeun deplacemen
angulaire d'environ 11 secondegl'arc, tandis que pour a= 0;5 m elle donne pour le mémetemps
environ 10(° d'arc.

H#2i, = t (38)

Einstein mentionne nalement que la méme formule (35) pour h 2i; peut s'appliquer a
d'autres cas. Par exemple, si B est pris comme l'inverse de la resistanceelectrique d'un cir-
cuit ferme, cette formule indique la quantit e d'electricite carreemoyenne

h:-:‘zit = ZW—t

qui traverseune section quelconquedu circuit pendart le tempst.

Einstein conclut son article en evaluant les limites d'applicabilit e de sa formule aux temps
trescourts, pour lesquelsdes e ets de memoire peuvert se produire. Il arrive ainsi a I'estimation
que celle-ciest valable pout t grand devant un temps caracteristique °= m%, ou m®estla masse
du uide deplace par la sphere.

1.3.3 le problemede la mesure de la vitesse

Dans desarticles ulterieurs, publiesen 1907 et 1908dans le Zeitschrift fur Elektrochemig Einstein
essaied'attirer l'attention desexperimentateurs sur sesresultats et d'expliquer ceux-ci de maniere
plus simple. Il revient sur la vitesse moyenned'une particule en suspension, qui doit suivre la loi
d'equipartition
3RT
2N

Pour les solutions collordalesde platine de Svedberg, de massem 2,5 10 '° g, cecidonne
une vitessemoyennede 8,6 cm/s. Cependart Einstein note qu'il n'y a aucunepossibilite d'observer
cette vitesse en raison de I'e cacit e du freinage visqueux, qui reduit celle-cia 1/16 de sa valeur
initiale en3;3 10 7 s. Il continue :

1
“mhv?i =
Smhv?,

\Mais, en m&me temps, nous devons supposer que la particule recoit de nouvellesimpulsions par un processus
inverse de la viscosite, de sorte qu'elle retient une vitesse qui en moyenne egale  hv2i. Mais comme nous devons
imaginer que direction et grandeur de ces impulsions sont (approximativ ement) independantes des direction du
mouvement et vitesse originelles de la particule, nous devons conclure que les vitesse et direction du mouvement
de la particule vont etre deja fortement altereesdans ce temps extraordinairemen t court [3;3 10 7 s]et, en fait,
d'une maniere totalement irr eguliere. Il est donc imp ossible {du moins pour des particules ultramicroscopiques{ de
deduire = hv2i de I'observation.”

D'apresle resultat d'Einstein (25), la vitesseapparerte dans un intervalle de temps estin-
versemen proportionnelle a” et s'accrdt donc sanslimite lorsquecet intervalle de temps deviert
plus court. Toute tentativ e de mesurerla vitesseinstantaneede la particule conduit a desresultats
erratiques. Ceci explique les echecsrepetes des experimentateurs a obtenir des conclusionsbien
de nies quant a la vitessedesparticules en suspension.lls ne mesuraient simplemert pasla bonne
guantit e, et il fallut attendre qu'Einstein montre que seulle rapport du deplacemen carre sur le

temps a une limite theorique pour qu'experienceset theorie serejoignert.
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Commele fait remarquer Brush,*® ce n'etait pasla premiere fois que la nature particuli eredu
mouvemert gouverne par une equation de di usion pointait son nez. En 1854, William Thomson
(qui allait devenir Lord Kelvin) avait applique I'equation de la diusion (c.-a-d. I'equation de
Fourier pour la conduction de la chaleur) dans son etude du mouvemert de ['electricite dans
les lignes telegraphiques.Apres avoir e ectu e presqu'exactemen la m&me analyse mathematique
gu'Einstein allait faire cinquante ans plus tard, Thomson note :

\ We may infer that the retardations of signals are proportional to the squares of the distances, and not to
the distances simply; and hence di eren t observers, believing they have found a \v elocity of electric propagation,”
may well have obtained widely discrepant results ; and the apparent velocity would, caetaris paribus, be the less,
the greater the length of wire used in the observation."

Aux temps tr escourts, une meilleure estimation du comportement des particules en suspen-
sion decoulede travaux ult erieurs e ectu espar plusieurs physiciens® dont ceux de Langevin, via
sonequation stochastique que nousallons voir un peu plus loin, et qui culminerert avecle processus
dit d'Ornstein-Uhlenbedk.%’

Une formule plus complete est en e et

h i
h2 =2Dt mB 1 em : (39)

ouD =B RN—T est le coe cien t de di usion, et m cette fois la massede la particule. On retrouve
donc bien la formule (35) pour t grand devant le temps microscopique

=mB = —; (40)

du meémeordre de grandeur que le temps °© evalue par Einstein.
A tempst petit devant , on trouve un regime hallistique

h 2, = D= = -t t; (41)

independart cette fois de la viscosite du milieu, et qui, choseremarquable, peut &tre encorein-
terprete commeen correspondanceavec le theoremed'equipartition de I'energie,cette fois sousla

forme :

1mh 2y, _1RT
2 t2 2N
\Un coup de des jamais n'abolira le hasad" (StephaneMallarme, 1897)

t:

1.4 Marian von SmoluchowskKi
1.4.1 Probabilit eset stochasticite

Le nom de Smoluchowski reste indissolublemert assaie au mouvemert brownien et a la theorie
de la di usion, comme nous allons le voir. Cependart, plus profondemen, et commel'ecrit Marc
Kac a son propos® par un veritable tour de force intellectuel, il montra que les notions de jeu
de hasard commandaiert la comprehensiondes phenomenesphysiques.On lui doit I'introduction
originale et hardie du calcul des probabilit es en physique statistique, et il merite une place aux
cotesdesgrands noms que sort ceux de Maxwell, Boltzmann et Gibbs.

Marian von Smoluchowski est ne en 1872,commePaul Langevin, I'anneeou Boltzmann pub-
lia le grand memoire qui contient I'equation qui porte son nom, ainsi que le fameux \th eoreme

35S, G. Brush, opus cit.

36p, Langevin, C. R. Ac. Sci. Paris 146 530 (1908) ; L. S. Ornstein, Proc. Amst. 21, 96 (1918) ; L. de Haas-Lorentz,
\L e mouvement brownien et certains phenomenes assaies", Sammlung Wissenschaft, B. 52, Vieweg (1913) ; R.
Furth, Zeit. f. Physik 2, 244 (1920).

37G. E. Uhlenbed et L. S. Ornstein, On the Theory of Brownian Motion , Phys. Rev. 36, 823-841 (1930).

38Marian Smoluchowski, His Life and Scientic Work, S. Chandrasekhar, M. Kac, R. Smoluchowski, Polish
Sciertic Publishers, PNW (2000).
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H". La croissanceirr eversible de I'entropie liee au secondprincipe de la thermodynamique y est
obtenue, dans le cadre de la mecaniqueclassiquenewtonnienne, a l'aide d'une hypothesede chaos
moleculaire qu'il croyait decoulerde ce cadre. Cela amenait a des paradoxes severes(Loschmidt,

Zermelo), car les equations de la mecanique classiquesort rewversibles, et possdert des cycles
de recurrence,dits de Poincare. Ceci interdit a priori la croissancemonotone d'une fonction des
variables mecaniguesde position et d'impulsion commela fonction H de Boltzmann, directemert

reliee a I'entropie. Boltzmann, sur la defensiwe, dut alors introduire des argumerts probabilistes
et statistiques pour justi er sesresultats, tout en changean souwvert de point de vue quant a la
nature veritable des probabilit esimpliquees.La situation devint si confuseque Paul et Tatiana
Ehrenfest, par exemple,entreprirent de clari er lesideesde Boltzmann, tout en banissart le terme
\probabilit " (mais non le concept) de leur memoire d'Encyclopedie !

Comme le fait remarquer S. G. Brush,® la ligne de recherche de theorie cinetique des gaz
gue Smoluchowski menait etait en contin uit e avec celle suivie par Clausius, Maxwell, O. E. Meyer,
Tait and Jeans,selonlaquelle on s'attachait a decrire I'e et descollisions sur la trajectoire d'une
moleculeet donc sur les propri etesdu gaz. Einstein, au cortraire, suivait plut®dt la voie ouverte par
Boltzmann, Maxwell (dans sesarticles ult erieurs) et Gibbs, ou l'objectif etait d'obtenir deslois
plus generalesa partir de distributions statistiques postuleespour I'ensenble des molecules,sans
faire de suppositions sur les forcesintramol eculaireset les mecanismesde collisions. Il etait alors
tresinteressan de voir cesdeux \Gedankenwege", theorie cinetique et mecaniquestatistique, se
rencortrer a proposdu mouvemert brownien, terra incognita pour tous les deux.

Dans ce contexte, Smoludhowski, de maniere courageuse et travaillant dansle méme esprit
pragmatique que Maxwell, montra commert utiliser la theorie desprobabilit esen physique pour en
faire un instrument e cace, a uneepoqueou lesmathematiciensla meprisaiert, et ou lesphysiciens
dans une large mesurel'ignoraient. Smoluchowski, sansle savoir, ouvrait un nouveau chapitre de
la physique statistique, qui de nos jours porte le nom de processusstochastiques®.

1.4.2 Mouvemert brownien et marches aleatoires

Ce point de vue probabiliste est clairemert presert dansle premier article de Smoluchowski sur le
mouvemert brownien, Essai d'une theorie du mouvementbrownien et de milieux troubleg! publie
en 1906 (tr es probablemert sousla pressionde la publication par Einstein de sesdeux premiers
articles), ainsi que dans un autre article, portant sur le libre parcours moyen des moleculesd'un
gaz*? Dans cesarticles remarquables, il est apparemmert le premier a etablir la relation entre
marchesaleatoires et di usion brownienne, bien que Louis Bachelier et deja introduit en 19001le
modele de marcheur aleatoire dans satheseLa theorie de la speculation.*?

393, G. Brush, locus cit.

40Du grec stokhastikos, \qui vise bien", \habile a conjecturer®, deja utilis e par Jacques Bernoulli en 1713 dans
Ars Conjectandi.

4IM. R. von Smolan Smoluchowski, Rozprawy Krakow A46, 257 (1906); trad. franc. : Essai d'une theorie du
mouvement brownien et de milieux troubles, Bull. International de I'A cademie des Sciences de Cracovie, pp. 577-
602 (1906) ; trad. all. Ann. d. Physik 21, pp. 756-780 (1906).

42M. R. von Smolan Smoluchowski, Sur le chemin moyen parcouru par les molecules d'un gaz et sur son rapport
avec la theorie de la diusion , Bulletin International de I'A cademie des Sciences de Cracovie, p; 202-213 (1906).

43Louis Bachelier, a qui l'on accorde souvent de nos jours le credit de cette decouverte, fut meconnu. Comme le
raconte excellemment Benot Mandelbrot dans The Fractal Geometry of Nature, ce fut Kolmogorov en 1931 qui
sortit son nom de l'oubli dans un article aux Mathematische Annalen. Bachelier etait interess par la theorie de la
speculation a la bourse de Paris, et avait developpe dans sa premiere these,a partir des marches aleatoires discretes,
une theorie des processusstochastiques proche de la theorie moderne du mouvement brownien, le \pro cessusde
Wiener". Sa these est dediee a Poincare, qui faisait aussi partie du jury a la Faculte des Sciences de Paris, et
il est intriguant de noter que le sujet de la Seconde These: Propositions donnees par la Faculte, s'intitulait
Resistance d'une masse liquide inde nie pourvue de frottements interieurs, regis par les formules de Navier, aux
petits mouvements varies de translation d'une sphere solide, immer gee dans cette masse et adherente a la couche
uide qui la touche.

Mais il n'y a pas mention dans la premiere these, publiee aux Ann. Sci. Ecole Normale Superieure 17, 21-86
(1900), qu'il y ait aucun lien entre le probleme de la speculation et le mouvement d'une sphere dans un uide
visqueux.
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Smoluchowski commencepar citer le travail d'Einstein de 1905 et ecrit que les resultats de
celui-ci \sont en complet accord avec ceux quej'ai obtenusil y a quelquesanneespar une ligne
de pensee completementdi erente, et quej'ai depuisconsideres comme un argumentimportant en
faveur de la nature cinetique de ces phenomenes." Cependart, il ajoute plus loin que sa methode
lui sembleplus directe, plus simple et peut-&tre plus convaincante que celle d'Einstein."

A la di erenced'Einstein qui evite tout traitement des collisions au bene ce de l'approche
de thermodynamique generale que nous avons vue, Smoluchowski a une vision cinetique claire a
l'esprit et traite le mouvemen brownien comme une marche aleatoire ou un jeu de pile ou face
(voir la gure 2).

Figure 2: Marche aleatoire sur un resewu carre de maille elementaire a. On tire au hasad chaque
pas. En deuxdimensions, il existe deux methadesequivalentes.Dans la premiere, on tir e a pile ou
face (avec proabilite 1=2) une direction, verticale ou horizontale, et ensuite le sensde parcours
selonla direction choisie. Dans la secondemethade, on tir e de maniere equiprobable (avec protabilite
1=4) I'une desquatre directions possibles.Dans la limite continue ou le pas a du reseu tend vers
0, une treslongue marche aleatoire va prendre I'aspect du mouvementbrownien de la gure 1.

La nouveaute et l'originalit e de son approche viennent du remplacemen d'un problemein-
croyablemert dicile (une particule brownienne en collisions dans un gaz ou un liquide) par un
processusstochastique relativemen simple. Chaque evenemen dynamique comme une collision
est trait e commeun evenemern aleatoire sernblable a un jeu de pile ou face ou au lancemert d'un
de, dont les probabilit eselemertaires sort (dans une certaine mesure) determineespar les lois de
la mecaniquesous-jacemes. Ce mode de raisonnemert fait partie integrale de nos jours du cadre
de penseede la mecaniqueou physique statistique, et, commele fait remarquer Marc Kac, il nous
est probablemert dicile d'imaginer la hardiesseintellectuelle qu'il fallut a Smoluchowski pour le
mettre en oeuvre dansles premieresanneesdu siecledernier.

1.4.3 Contributions de Smoludowski

Smoluchowski etait au courant des derniers travaux sur le mouvemen brownien et en particulier
desplus recens de Felix Exner. Ce dernier lui envoya en 1900 des diagrammesfaits de memaoire,
appeles\Krix-Krax" enraison de l'aspect ertrecroisedesdi ererts \sauts" apparerts executespar
une particule brownienne obserneeau microscope selonune suite discrete d'instants.

Smoluchowski commerta par faire justice desargumerts de Nageli qui a rmait qu'une col-
lision d'une molecule d'eau sur une sphere de 0,001 mm de diametre erntra™nerait une vitesse
de 3 10 ® cm/s, qui serait inobsenable au microscope, et qu'en outre les e ets des collisions
s'‘annuleraient en moyenne. Il compara ce mode de pensee avec celui d'un joueur qui croirait ne

Nous avons vu plus haut l'interét porte par Poincare au mouvement brownien en relation avec la princip e de
Carnot, interét pleinement conrm e ici par le sujet propose par la Faculte ! On peut alors se demander quel a ete
I'echange entre Poincare et Bachelier lors de la soutenance, et pourquoi ils n'ont pas etabli eux-mémesla theorie
quantitativ. e du mouvement brownien, avant Einstein et Smoluchowski.
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jamais pouvoir perdre plus que le montant d'une mise, malgre destirages repetes! En poursuivant
l'analogie plus loin, il calcula pour le jeu de pile ou face commert les gains choisis positifs (ou
negatifs) cumulesd'un joueur croisser avecle nombre n de tirages (le \temps").

Soit pn:m la probabilit e d'avoir rencortre m casfavorablessur un total de n tirages, soit un
gainnetdem (n m)=2m n. Cette probabilit e s'ecrit

1 1

—_ m.
T 22mi(n m)! on Cn's

Pn:m
ou le nombre de combinaisonsC]" estle nombre de choix de m objets pris parmi n.
La deviation positive ou negative moyenne par rapport a la valeur zero, ,, c'est-a-dire la
moyennede la valeur absoluedu gain ou de la perte apresn tirages, se calcule alors comme
X X 1
n=h2m nji =2 2m  n)pym =2 (2m n)2—n

m=n=2 m=n=2

n n
Crr1n = 2—nan X

ou I'on a suppose, PRI simpli er lesnotations, n pair. Pour n grand, on utilise alors la formule de
Stirling, n!'* n"e " 2 | pour evaluer , :

a moyennearithm etique desgainsou pertes successifgar rapport a la valeur O cro't donc comme

n, aussipetit que soit leur incremert, et quand bien m&mela moyennealgebrique est nulle. Or le
nombre analoguen de collisions moleculairespar secondesur une sphere, estime par Smolucowski,
etait de 10*® dans un gaz et de 10?° pour un liquide. Si le gain en vitesse est a chaque collision
de l'ordre de 10 & cm/s, on obtient une vitesse cumulee moyennede 10° a 10* cm/s par seconde.
Smolucowski moderecependart immediatemernt cette conclusionenremarquant quelesvaleursdes
gainsindividuels en vitessevont uctuer, et qu'une vitessede valeur eleveediminue la probabilit
d'un gain positif supplemertaire.

Il montre ensuitequ'une \vraie" vitessede deplacemen s'obtiendrait plutdt par I' equipartition
de I'energiecinetique, et conduirait a une vitesse de I'ordre de 0,4 cm/s, encore beaucouptrop
grande par rapport aux obsenations experimentales! En e et, lesdiagrammesd'Exner en \Krix-
Krax" donnaiert une vitessed'environ 3 10 4 cm/s, un desaccordapparemmert irr econciliable.
D'apresSmoludhowski, \c ette contradiction, deja remargueepar F. Exner, sembleformer a premiere
vue une objection decisive a la theorie cinetique. Et pourtant I'explication en est tres simple.”

Il avanceen e et I'explication simple et lumineusesuivante : une telle vitesseesttrop grande
pour &tre visuellemert obsenable avecun microscope de grossissemen500. Ce que l'on obsene est
la position moyenned'une particule animeede cette vitesse, mais bouscukee 10?° fois par seconde,
et a chaquefois dans une direction di ererte, de sorte que I'on ne peut obsener la vitesseinstan-
tanee.Chaquedeplacemen en zig-zagestincomparablemer plus petit quela taille de la particule,
et ce n'est que lorsque la sommegeonetrique de ceselemerts atteint une certaine valeur que I'on
peut obsener un deplacemen, qui nous apparat comme plus lent. C'est bien sGr en substance
l'argument d'Einstein, mais ici aide par I'image concrete de la theorie cinetique : le deplacemen
moyen est la quartit e physique obsenable, tandis que la vitessene l'est pas.

Apr escesconsiderations qualitativ es,mais illuminan tes, Smoluchowski developpe son modele
de collisions aleatoires. Soiert m et v (resp. m% et v9 la masseet la vitesse de la particule en
suspension (resp. des moleculesdu liquide). Par equipartition de I'energie,on attend en moyenne
la relation : r

% mo

—=  — 42

v - (42)
I arme que d'apresl\les lois de collision de spheres elastiques', le changemen de la vitessede
la sphere en suspension est, lors d'une collision, donne en moyenne par une petite composarte
transverse m %%=m, ou = 3=4. 1l enresulteun changemen aleatoire de la direction de la vitesse
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d'un petit angle" = m %%mv. (D'apr es(42), on a aussien moyenne" = v =\%) Il supposeaussi
gue lesimpacts moleculairesarriven a desintervalles de temps egaux,ce qui fait quela tra jectoire
de la particule est une cha'ne faite de segmetns de longueurs egales.

Autrement dit, Smoluchowski adapte la description du libre parcours moyen d'une molecule
dans un gaz, si ce n'est qu'ici la persistancedu mouvemert est raccourcie par la presencedes
nombreusemoleculesdu uide ernvironnantes.

Le problemedu mouvemert brownien est donc ramene mathematiquemert a celui de trouver
la distance bout-a-bout moyenne, 2, d'une chane composeede n segmetts, tous de longueur °,
tourne aleatoiremert chacun d'un petit angle" par rapport au precedert. Il en obtient la solution
generalepar une recurrenceassezcompliqueeimpliquant desintegralesmultiples angulairessur les
fonctions trigonometriques, sousla forme :

. n (1 )2 (1 )n+2
f=? —+1 n 2 > ; (43)
ou =1 cos"' "?=2,
Dans la limite ou n est petit, on trouve
. n
2=n 1 5 (44)

ce qui represertte une trajectoire quasi-ballistique.

Dans le cas cortraire d'un grand nombre de collisions, n grand devant I'unit e, le premier
terme de (43) domine et I'on trouve le resultat attendu :
220 _ p4n,

= = o (45)

2
n
SiI'on note n le nombre de collisions par unite de temps, tel qu'il y ait n = nt collisions en un
temps t, on a pour libre parcours ™ = v=n, et en utilisant " = v =V on trouve un deplacemen

carre moyen au bout du temps't

4 vy
2 2 _ .
L'impulsion mv dela particule ensuspensionchangeen moyenned'une quantit e “m% par collision,
ou, d'apres Smoluchowski, °= 2=3, ce qui implique une force de friction F = n %m%, et donc
un coe cien t de ction = n %mO Par substitution de an: 2= 4. Mm%t par equipartition

de I'energiecinetique des moleculesdu uide ervironnant : m%%j = 3RT=N, et le resultat de
Smoluchowski devient nalement

20 RT
—= 5y
On retrouve bien le resultat d'Einstein-Sutherland (10),(25), cette fois en trois dimensions, avec
un facteur numerique d'origine cinematique supplemertaire 2 %= 2 = (4=3)% = 64=27, qui, en
raison de diversesapproximations physiqueset geometriques faites en chemin, n'est peut-étre pas
surprenart ! Les experiencesde Svedberg en 1907 senblaient favoriser ce resultat, mais Langevin
mentionna plus tard en 1908, dans son article aux Comptes Rendus, qu'une fois cesapproxima-
tions corrigeesa methode stochastique de Smoluchowski redonnait bien la formule (25) d'Einstein.
Smolucowski lui-memeadopta cette formule dans sesatrticles ult erieurs.

2 t: (47)

Il donnera ensuite la theorie complete des uctuations de densite au sein d'un ensenble
de particules browniennes,ainsi que celle de leur sedimertation en champ de pesarteur et de la
coagulation des colledes?* Le nom de Smoluchowski reste ainsi traditionnellement attache a la
generalisation de I' equation de di usion (13) dansun champ de force F:

@

@-PF LaivEr): (48)

44M. R. von Smolan Smoluchowski, Drei Vortreage mber Diusion, Brownsche Molekular Bewegung und Koagula-
tion von Kol loidteilchen , Physikaliche Zeitschrift , Jg. 17, p. 557-571, 585-599 (1916).
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ou estle mémequ'en (11), equation qui s'applique directemert au casdu champ de pesareur.
En une dimension, elle s'ecrit sousla forme simple, dite ausside Fokker-Planck*® 46

@xh_ @ 1@ @K
@ Per%V* " m &

pour un champ de force F (x) derivant du potentiel V (x).
Mentionnons aussiqu'on lui doit encorela theorie de I'opalescencecritique, avec Einstein.

P(x;t) ; (49)

1.4.4 Le mouvemert brownien et le secondprincip e

Un aspect du travail de Smoluchowski concerneainsi la formulation statistique correcte du second
princip e dela thermodynamique. Avecdesdonneesreceriesde Theodor Svedberg sur le mouvemert
brownien, il posedait les donneesexperimentales qui lui permirent, arme de sapropre theorie des
uctuations au voisinage de I'equilibre, d'estimer temps de recurrenceet temps de persistance
pour un systemelegeremen hors d'equilibre, et d'en constater l'accord experimental. Il n'y avait
la ni espacede phase, ni theoreme de Liouville comme en mecanique statistique classiquea la
Boltzmann, mais simplemert calcul des probabilit es.

En y incorporant la theorie des uctuations, il s'attacha a donner une formulation correcte
du secondprincip e de la thermodynamique, ou ce princip e apparaissait comme valide seulemen
dans un sensstatistique, et susceptiblede multiples entorsesau niveau microscopique.

[Il est a noter que ces discussions sont un sujet tres actuel de recherche. Il existe en e et aujourd’h ui des
resultats theoriques nouveaux, connus sous le nom de theoreme de uctuations de Gallavotti-Cohen 47 ou egalite
de Jarzynski. 8 Ils quantien t le travail moyen spontane fourni par une source de chaleur, lors de phenomenes
irr eversibles. Les manipulations de molecules biologiques uniques, comme celles d'ADN ou d'ARN, qui sont des ob-
jets mesoscopiques,permettent de tester experimentalement cesrelations. L'in terpr etation de cesresultats et de ces
experiencesest a I'heure actuelle I'ob jet d'un vif debat, tout comme aux premiers temps du mouvemernt brownien 149]

Avec Einstein, Smoludowski partage le credit d'avoir montr e I'imp ortance des uctuations
microscopiquesen physigue statistique, tout en promouvant I'approche probabiliste. En ce sens,
il serevelacommele grand matre heritier en physique de la Doctrine deschances d'Abraham de
Moivre.

Marian von Smoludhowski mourut prematuremert en 1917, a I"age de quarante-cing ans, a
Cracovie.

1.5 Paul Langevin

Connaissart le tresgrand interét theorique du mouvemen brownien, signale par les travaux de
Gouy, Einstein, et Smoluchowski, Langevin reprit cesderniersen 1908.11 dit que le facteur 64/27
du resultat de Smoluchowski, d0 aux approximations faites, est errone et que le resultat concide
avec la formule d'Einstein (25) apres correction. Ensuite, il fournit une autre demonstration de
celle-ci, qui cortient le premier exemplemathematique d'equation stochastique

1.5.1 Equation de Langevin

L'argument de Langevin est lumineux et nous suivons d elemert sa demonstration.>® Le point
de depart est le theoreme d'equipartition de I'energie cinetique, d0 a Maxwell. Celui-ci stipule
gue I'energied'une particule en suspensiondansun uide en equilibre thermique pos®de,dansla

45A. D. Fokker, These,Leiden (1913) ; Ann. d. Physik 43, 810 (1914).

46M. Planck, Sitzungsber. Preuss. Akad. Wissens. p. 324 (1917) ; in Physikalische Abhandlungen und Vortreage
11, p. 435, Vieweg, Braunschweig (1958).

47G. Gallavotti et E. G. D. Cohen, Phys. Rev. Lett. 74, 2694-2697 (1995) ; J. Stat. Phys. 80, 931-970 (1995).

48C. Jarzynski, Phys. Rev. Lett. 78, 2690-2693 (1997).

49 e lecteur interes pourra consulter a ce sujet le texte du Seminaire Poincare sur L'Entr opie (2003), disponible
sur le site web www.Ipthe.jussieu.fr/p oincare, et publie dans : J. Dalibard, B. Duplantier, & V. Rivasseau(Eds.),
Poincare Seminar 2003, Progress in Mathematical Physics, vol. 38, Birkheauser, Bale (2004).

50p, Langevin, C. R. Ac. Sci. Paris 146 530 (1908).
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direction x par exemple,une energiecinetique moyenne %'E—T egalea celled'une moleculegazeuse
de nature quelconque,dans une direction donnee, a la meéme temperature. Ceci est en relation
directe avecla loi de Van't Ho vue plus haut, qui stipule l'identit e entre solutions dilueeset gaz
parfaits. Siv = ?T)f est la vitessea un instant donne de la particule dans la direction considceree,
on a donc pour la moyenne etenduea un grand nombre de particules identiques de massem

1 ., _1RT,

th/ i = SN (50)
Une particule commecelle que nous considerons,grande par rapport aux moleculesdu liquide, et se
mouvant a la vitessev par rapport a celui-ci subit une resistancevisqueuseegalea 6 av, d'apres
la formule de Stokes. En realite, cette valeur n'est qu'une moyenne, et en raison de l'irr egularite
deschocsdesmoleculeservironnantes, I'action du uide sur la particule oscille autour de la valeur
precederte, de sorte que I'equation du mouvemern est, dans la direction x, selonl'equation de la
dynamique de Newton

2
mi—\t/:m(;%: 6 av+ X: (51)
La force complementaire X, introduite par Langevin, est aleatoire, ou encorestochastique On sait
a priori peu de chosesd'elle, si ce n'est qu'elle estindi eremmert positive et negative, et que sa
grandeur est telle qu'elle maintient I'agitation de la particule qui, sanselle, nirait par s'arréter
sousl'e et de la resistancevisqueuse.

L' equation (51), multipli eepar x, peut s'ecrire encore?

mde B 1md2x2 v
dt 2 dt?
1dx2
= +XX = S+ XX 52
XV + X > dt XX ; (52)

ou le coe cien t defriction represeme commeauparavant = 6 a. Sinousconsideronsun grand
nombre de particules identiques et prenonsla moyenne des equations (52) ecrites pour chacune
d'elles, la valeur moyennedu terme xX est\ evidemmert" nulle a causede l'irr egularite desactions
aleatoires X , et I'on trouve>

nara o 1dm?i

2.
On poseu = %‘“g‘t L, et l'on utilise I'equipartition de I'energiecinetique (50) pour arriver a une

simple equation di erertielle du premier ordre :

du RT
m— — = 54
dt N (54
La solution generale est de la forme
RT
u= —+ Cex —t 55
N R (55)
S1on utilise, puisque v = 9%, les identit es de derivation xv = x 9% = %%, et x I = x‘ézt—? = %ddztx; v2:
52]| est a noter que la force X dispara’t de la suite du calcul grAce a cette assertion. Le seul rdle, sous-jacert, de
X est donc d'assurer la possibilit e physique d'une moyenne cinetique hvZi 6 0. A la re exion, l'assertion XX i = 0

n‘appara’t pas si evidente que cela, car il aurait pu exister des correlations subtiles entre position x, et force stochas-
tique, X, comme il en existe entre vitesse et force stochastique. L'existence de deux typesde calculs stochastiques, a
la It et a la Stratonovitch, illustre cette dicult e. (Voir par exemple N. G. van Kamp en, Stochastic Processes
in Physics and Chemistry , Elsevier, Amsterdam (1992).) Einstein fait la m&me supposition dans sa troisi eme
demonstration du mouvement brownien, voir a part la traduction de sa conference du 2 novembre 1910 devant
la Societe de Physique de Zurich.
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ou C est une constarte arbitraire. >3 Le terme exponertionnellement decroissar s'evanouit rapide-
mernt et le resultat prend la valeur constarte du premier terme en regimepermanert au bout d'un
temps del'ordre de ™ ou 10 & secondeenviron pour les particules sur lesquellesle mouvemert
brownien est obsenable.

On a donc, en regimepermanert d'agitation,

1dx?i  RT
“CrTat TN (56)
d'ou, pour un intervalle de temps t,
2RT RT 1
2i _ — .
he?i = =t N3 b (57)

si I'on supposela particule avoir ete obserweea l'origine au tempst = 0. La methode de Langevin
redonnebien le resultat d'Einstein (25). Sansle savoir, Langevin venait dans cet article, publie en
1908 aux Comptes Rendus de I'Acad emie des Sciencesd'introduire le premier elemer, la force
aleatoire X , de ce qui allait devenir le calcul stochastique >*

1.5.2 Constarte de Boltzmann

La constarte de Boltzmann, kg, est obtenue en rapportant la constarte molaire des gaz parfaits,
R, au nombre d'Avogadro, N , de maniere a obtenir une quartit e qui serapporte a une molecule:

R
kg = Y BJIK L (58)

L'energiekg T donne I'energied'agitation thermique moyenne a la temperature usuelle: kg T =
4 10 2! J. La constarte kg n'a pas ete introduite par Boltzmann, mais par Planck, dans son
celebre expose du 14 decenbre 1900 sur le rayonnemen du corps noir, en méme temps que la
constarte de Planck, h'!

1.5.3 Analyse de la solution de I'equation de Langevin

La methode donnee en section (1.5.1) est celle suivie par Langevin dans son article original. Une
formulation plus actuelle consistea se donner les fonctions de correlation temporelles de la force
stochastique X sousla forme canonique:

Xi=0 KXY =A (t t9; (59)

ou A estun coe cient adetermineret ou (t t9 estla distribution de Dirac. La generalisation
a d dimensionsen est

hXi = 0
hXi('[)Xj(to)i A (t to); (60)

ou j estle symbole de Kronecker pour lesindices de coordonneesi; j = 1; d:
On integrefacilemernt I'equation lineaire concernart la vitesse

dv
m—= v+ X: (61)

dt
531ci, il semble y avoir une contradiction entre I'existence d'un terme exponentiel et I'nypothese d'equipartition
de I'energie, mhv2i = Fi‘i, faite pour tout t par Langevin, car ce n'est qu'a t grand que les e ets de memoire

sont exponentiellement amortis. Cette hypothese, ainsi qu'une solution du type de celle obtenue en (55), peuvent
cependant &tre correctes a tout t, pourvu que I'on posela m&me condition sur la vitesse initiale, ce qui va en fait
xer la valeur de la constante C a etre egalea C = Ff\‘i. Nous y revenons plus loin dans I'etude detaill ee de la
solution de I'equation de Langevin.

54J. L. Doob, The Brownian Motion and Stochastic Equations, Ann. of Math., 43, pp. 351-369 (1942), reimpr.
dans [Wax 1954, pp. 319-337], op. cit.
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en
ZI

wWit) = ¥(0)e 7'+ % di’x (e =t 19 (62)
0

En prenart alors le carre de la vitesseet en utilisant lesformules (60), on trouve la valeur moyenne
de I'energiecinetique au temps't

1 . Ad 1

émhfz(t)l =7 Ll e Zat 4+ émv2(0)e 2wt (63)

On voit donc que cette energie relaxe vers une valeur constarte a grand temps, c'est-a-dire a
I'equilibre. Du theoremede I' equipartition de I'energiecinetique,

1 . d
Emh‘fz(t)lt!l = EkB LE (64)
on deduit alors l'identit e importante
A=2kgT: (65)
On obtient donc
. dkg T dks T _
hy 2 — + 2 25 t.
(V)i e v <(0) o e (66)

Une secondeetape consiste ensuite a integrer |'equation (62) pour obtenir le deplacemen
t(t) (0). Prenant ensuite le carre de celui-ci, puis la valeur moyenne stochastique a l'aide des
formules (60), on obtient aprescalculs:

He() #0)% = 20Dt D1 e

dg T m 2 L2

+  ¥2(0) — — 1 ewt (67)

ou, commeauparavant, D = kg T= . La deriveeu considereepar Langevin est alors donnee par

o 1d 2.
U= SO O

ke T

= d—— VZ(O)me mt o+ VZ(O) dkLT me Zm_t:

(68)

Remarquonstout d'abord que cesresultats tendent asymptotiquemert pour t grand, soit t =
m= , verslesresultats d'equilibre thermigue et le mouvemert de di usion assa&ie,commeattendu.
On remarque alors le rdle joue par la vitesseinitiale danslese ets de memoire et I'appro che
a I'equilibre. Une valeur tr esparticuli ere de ¥2(0) est la valeur d'equipartition dkmLT Pour celle-ci
uniquemert, la vitessecarreemoyennetrouv eeen (66) deviert invariante dansle temps, hv?(t)i =
d"mLT;St. Le deplacemen carre moyen (67) prend alors la forme simple d'Ornstein (39), et la
guantit e u (68) prend la forme predite par Langevin en (55), avec une valeur determinee pour
C. D'une maniere cohererte, on obtient aussile mémeresultat si I'on prend pour ¥2(0) sa valeur
la plus probable, c'est-a-dire sa moyenne thermique d'equipartition . Ceci permet de comprendre
a posteriori la possibilite de la demarce de Langevin qui posait lidentit e (50) au milieu de la
demonstration, ce qui le placait d'embleedansle casstationnaire de I' equipartition !

En revanche, si I'on donne a la vitesse carreeinitiale ¥2(0) une valeur di ererte de celle de
I'equilibre, la relaxation vers celui-ci se fera de maniere un peu plus complexe,comme on le voit
sur les resultats complets donnesci-dessus.

Le regimedestemps courts, ™ t, depend aussinaturellement des conditions initiales. On

trouve en e et en deweloppart (67) le regimeballistique attendu
() H0)]% = v2(0)t° + O(t%);

qui recoupe naturellement (41) sil'on prend une fois encorela valeur d'equipartition.



Vol. 1, 2005 Le mouvement brownien 179

1.5.4 Modele microscopique

La force proposee par Langevin, v + X, ne peut &tre qu'une approximation de la realite
moleculaire sous-jacete, faite de collisions innombrables ou des correlations multiples dues aux
interactions entre moleculesexistert a destemps tr escourts. La forme choisie en (59,60) pour les
uctuations du terme stochastique X estcelled'un bruit blanc sansmemoire, qui negligedonc ces
correlations temporelles.

En outre, la forme hydrodynamique du terme de friction, v, est en fait une description
qui appartient au continu, ce qui necessiteque les collisions sur la particule en suspension soiert
extrémemen frequenes. La massem de celle-ci doit alors etre assezgrande pour que le temps
caracteristique = m= soit grand devant la frequenceinversedescollisions.

Pour sefaire une ideede I'origine de I'equation de Langevin (51) et de sesparametres et A
(65), il estcependart naturel de considerer le modelele plus simple, ou lescollisionsde la particule
en suspensionsefont avecles particules d'un gaz parfait environnant, et donc sansinteraction. >®

On consideredonc un gazparfait de particules identiques de massesn® de densite particulaire
n®ala temperature T, et baignart la particule de massem en suspension.Pour simpli er, on prend
cegaza une dimension, ce qui permet d'ecrire desequationsde collisions elastiquesdu gaz avecla
particule suspenduequi sort particuli eremen simples.On trouve alors que I'equation de variation
de limpulsion de la particule test est similaire a I'equation de Langevin, avec des coe cien ts
explicites®®

r—
qu(BT

r_
_ 4n0 qu(BT

A=8n%T (69)
et et A verient donc bien (65).

Il est alors particuli eremert interessan de recrire cestermes en fonctions des grandeurs mo-
laires qui caracterisert le gaz parfait. On introduit ainsi la pressior?’ du gaz, p% qui obeit a
I'equation des gaz parfaits p°= n%g T, ce qui donne

r— r

=4 oo A= 4 oo (70)

ou M = N mP°estla massemolaire du gaz.

1.5.5 Discorntinuite de la Nature et existencedu mouvemert brownien

On peut alors remarquer que les resultats explicites ci-dessus,sousleur derniere forme (70), per-
mettent d'armer rigoureusemein que la formule de Sutherland-Einstein (10), D = %, re ete
bien I'existence des molecules.

En eet, le coecient de friction peut bien s'exprimer independammert du nombre
d'Avogadro N, et ne depend que de la constarte des gaz parfaits R et des parametres macro-
smpiquesdu gaz environnant, pressionp? temperature T, et massemolaire M . En revanche, la
variance A de la force stochastique de Langevin, qui contrdle la di usion, cortinue a dependre de
N et tend vers 0 lorsquele nombre d'Av ogadro tend vers I'in ni.

De meéme, la limite du coe cient de diusion, D = %, dans I'hypotheseou le nombre
d'Avogadro serait inni, N ! 1 , est donc bien nulle, autrement dit le mouvement brownien
cesseait immediatement si la Nature etait continue ! Une branche enti ere des mathematiques
n‘aurait alors peut-&tre jamais vu le jour.

55D. Durr, S. Goldstein, J. L. Lebowitz, A Mechanical Model of Brownian Motion , Commun. Math. Phys. 78,
507 (1981).
560n calcule, dans le processusde collision discret, la variation moyenne de l'impulsion h‘a—fi = hvi ainsi que

0 0
les uctuations h%dz(tto)i hd‘(’j(t‘) ihd‘(’j(tto)i =A(t t9+ , et trouv e par comparaison les valeurs (69) des
parametres et A de I'equation de Langevin. Voir l'article de B. Derrida et E. Brunet dans Einstein aujourd'hui,
eds. M. Leduc et M. Le Bellac, Savoirs actuels, EDP Sciences/CNRS Editions (2005).
57En une dimension, la pression p® est homogene a une force, car les bords de la \b o'te" contenant le gaz sont des
points.
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1.6 Lesexperiencesde Jean Perrin
1.6.1 Le triomphe de I'\h ypothesemoleculaire"

Jean Perrin est souwvent credite d'avoir etabli la theorie d'Einstein-Smoluchowski-Sutherland par
sesbelles experiences.ll fut aussiun propagandiste remarquable desideesatomistes. La lecture
de son livre, Les Atomes®® qui cortient une description detaill ee des experiencesmeneessur le
mouvemert brownien, est vivemert recommandee.Elle commencepar :

\ Molecules: Il y avingt sieclespeut-@tre, sur les bords de la mer divine, ou le chant des aedesvenait a peine
de s'eteindre, quelques philosophes enseignaiert deja que la mati ere changeante est faite de grains indestructibles
en mouvemernt incessart, atomes que le hasard ou le destin auraient groupes au cours des agesselon les formes ou
les corps qui nous sont familiers. Mais nous ne savons presque rien de ces premieres th eories."”

Il insista par ailleurs sur I'id ee que les fonctions cortin ues non-derivables, telle la tra jectoire
du mouvemert brownien, etaient tout aussinaturelles que lesfonctions derivables,objets de toutes
les etudes. Dans la prefacedes Atomes considerant la forme aux irr egularites sanslimite de la
surface des colloedes, et faisant le parallele avec la forme de la cote de la Bretagne, il annonce
dans une intuition geometrique fulgurante les ideesde Lewis Fry Richardson sur les dimensions
anormalesde Hausdor , qui serort developpeespar Bendt Mandelbrot. >°

On trouve ainsi a propos du mouvemert brownien :

\Nous resterons encore dans la realite experimentale, si, mettant l'oeil au microscope, nous observons le
mouvement brownien qui agite toute petite particule en suspension dans un uide. Pour xer une tangente a sa
tra jectoire, nous devrions trouv er une limite au moins approximativ e a la direction de la droite qui joint les positions
de cette particule en deux instants successifstr esrappro ches. Or, tant que I'on peut faire I'exp erience, cette direction
varie follement lorsque I'on fait decrdtre la duree qui separe cesdeux instants. En sorte que ce qui est suggere par
cette etude a l'observateur sansprejuge, c'est encore la fonction sansderivee, et pasdu tout la courbe avectangente.”

On lit plus loin :

\On ne peut méme plus xer une tangente, m&me de facon approchee, a aucun point de la tra jectoire, et c'est
un cas ou il est vraiment naturel de penser a ces fonctions contin ues®® sans derivees que les math ematiciens ont
imagin ees, et que I'on regarderait a tort comme de simples curiosit eesmath ematiques, puisque la nature les suggere
aussi bien que les fonctions a derivees."

Ces remarques stimulerert, senble-t-il, les recherches du jeune mathematicien Norbert
Wiener.51

Lesbellesexperiencesmeneesa partir de 1908par Perrin et sesetudiants, sur desenmulsionsde
gomme-gutte ou de mastic, sort decrites en detail dans son article de revue Mouvement brownien
et realite moleculaire, paru aux Annales de Chimie et de Physique en 190982 et qui decrit les
resultats parus dans de nombreusesNotes aux Comptes Rendus.

Perrin commerca par veri er la repartition exponertielle de la densite de particules n dans
une suspension, en fonction de l'altitude h dansun champ de gravitation g, formule qui generalise
la formule barometrique pour I'atmosphere. |l I'ecrit sousla forme

2 No

“Win—= h; 71
FWinZ= (o (71)
ou estlevolumedechaquegrain, et olesmassessolumiquesdesgrains et du liquide intergran-

ulaire, et, last but not least, W I'energiecinetique moyennepar particule (soit W = 3BT = 35 T).

58]. Perrin, Les Atomes, Felix Alcan, Paris (1913) ; reedition Champs Flammarion (1991).

59B. Mandelbrot, Les objets fractals, (3eme ed.), suivie de Survol du langage fractal, Flammarion, Nouvelle Bib-
lioth eque scierti que (1989).

60\ Continues parce que nous ne pouvons imaginer que le granule passed'une position a une autre sans couper un
plan guelconque de part et d'autre duquel setrouv ent cesdeux positions.

61N. Wiener, | am a Mathematician , Doubleday, Garden City, NY (1956).

623, Perrin, Ann. Chim. Phys. 18, 1 (1909) ; disponible en ligne sur http://gallica.bnf.fr/.
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Il remarque : \Jai indiqu e cette equation a I'o ccasion de mes premi eres experiences (Comptes rendus, mai
1908). J'ai su depuis que, separement, Einstein et Smoluchowski, a I'o ccasion de beaux travaux theoriques dont je
parlerai plus loin, avaient deja vu que la repartition exponentielle est une consequence necessairede |' equipartition
de I'energie. lls ne senmblent pas d'ailleurs avoir songe qu'on pouvait realiser dans ce sensun experimentum crucis
decidant pour ou contre la theorie moleculaire du mouvement brownien."

Il poursuit :

\Si l'on peut reussir a mesurer les grandeurs autres que W qui guren t dans cette equation, on pourra voir si
elle severie et sila valeur gu'elle indique pour W est bien celle qui a ete approximativ ement assignee a I' energie
moleculaire. Dans I'armativ e, l'origine du mouvement brownien sera etablie, et les lois des gaz, deja etendues par
Van't Ho aux solutions, pourront &tre regardeescomme encore valables mé&me pour des emulsions a grains visibles."

Il mit ainsi au point un dispositif de certrifugation fractionneepour produire desemulsionsde
taille uniforme, elemert cle du sucesde I'entreprise. Par trois procedesindependarts pour mesurer
le rayon desparticules, dont I'un a l'aide de la loi de Stokes, il put au passageveri er la validit e de
celle-cipour les particules en suspension.C'etait ene et I'un despoints faibles desdemonstrations
theoriques, car les conditions de contin uite demandeespar I'hydrodynamique etaiernt loin d'etre
clairemert remplies dans le casde petits spherulesqu'anime un mouvemert brownien tr esactif.

Enn, par desobsenations ingenieuseset patientes, il put veri er la loi de rarefaction de la
densite (71).%® Gracea la valeur de W trouv eeindependarte desconditions experimentales, hormis
la temperature, il veria la fameuseloi d'equipartition de I'energie,et obtint une premiere valeur
du nombre d'Av ogadro par cette mthode, N = 7;05 10?3, alors que la valeur actuelle admise est
deN = 6,02 107

1.6.2 Lesformulesd'Einstein

Perrin setourna ensuite vers les formules d'Einstein pour la di usion brownienne : \..une autre
demarche etait possible et avait ete proposee par Einstein 64, en conclusion de tr es beaux travaux th eoriques, dont
je dois maintenant parler. Plus loin, il ajoute : \Il me para’t juste de rappeler que, presqu'en méme temps
qu'Einstein et par une autre voie, Smoluchowski est arrive a une formule peu di erente dans son remarquable
M emoire sur une theorie cinetiqgue du mouvement brownien (Bul letin de I'A cademie de Cracovie, juillet 1906) (r edige
en francais) ou l'on trouv e, outre desre exions tresinteressartes, un excellent historique des travaux anterieurs a
1905."

Il commencepar rappelerlestravaux anciensd'Exner, anterieursa la publication dela formule
du deplacemen carre moyen (25), et dans lesquelson peut voir \au moins une presomption de
veri cation partielle de la formule en question".

A la suite de la publication de cette formule, la veri cation en fut rapidemert tentee par
Theodor Svedberg, qui crut y parvenir.> Perrin fait une critique serree des resultats de celui-
ci, et le declare tout bonnemern \victime d'une illusion" lors de sa description des trajectoires
browniennessous ecoulemen \comme regulieremert onduleesd'amplitude et de longueur d'onde
bien de nies !"%6

Les resultats de Victor Henri, publies aux Comptes rendus en 1908, etaient tir es d'une
etude cinematographique mieux fondee du mouvemen brownien de grains naturels de latex. Le
deplacemen moyen variait bien commela racine du temps, mais le coe cien t etait trois fois trop
grand.®’

63J. Perrin, C. R. Acad. Sci. Paris 146 967 (1908) ; 147, 475 (1908).

64\Meoge es bald einem Forscher gelingen, die hier aufgeworfene, fur die Theorie der Wearme wichtige Frage zu
entscheiden !"

65Th. Svedberg, Studien zur Lehre von den kolloidalen Losungen, Nova Acta Reg. Soc. Sc. Upsaliensis, 2, 1907.

66]| faut ajouter tout de meéme que Svedberg recut le prix Nobel de chimie en 1926 pour son invention de
l'ultracen trifugeuse.

87 perrin note alors assezmalicieusement: \Autan t que j'ai pu juger par la conversation, il seproduisit alors, chez
les physiciens fran cais qui suivaient de prescesquestions, un courant d'opinion qui m'a tresvivement frappe, en me
prouvant combien est limit e, au fond, le credit que nous accordons aux theories, et a quel point nous y voyons des
instrumen ts de decouverte plut’ot que de veritables demonstrations.
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Disposart de grains de diametre exactemer connu, Perrin chargeaalors sonetudiant Chaude-
saiguesde verier la loi de deplacemen brownien par obsenation directe, sequenee toutes les
trente secondesgde grains de gomme-gutte de rayon 0; 212 m.%8 Ce fut complete par des mesure
similaires avec M. Dabrowski®® sur des grains de mastic, et donna ces fameux diagrammes de
positions aleatoires, que I'on peut trouver dansle livre de Jean Perrin. (Voir gure 3).

Figure 3: Mouvement brownien. En bas a gauche: tres fort agrandissement, qui montre I'aspect
discretise desenregistrementssequentielsde la position d'une particule en susgension, e e ctues par
Jean Perrin et sescollaborateurs. En bas a droite : agrandissementqui montre l'auto-similarit e de
la courbe brownienne continue sous-ja@nte.

La conclusionfut a \I'exactitude rigoureusede la formule proposee par Einstein”, et \que
guelgue complication inconnue ou quelque cause d'erreur systematique ont fausse les resultats
de Victor Henri." lls en deduisirert une nouvelle valeur moyenne du nombre d'Avogadro, N =
7,15 10%. Une belle veri cation, enn, fut cellede\la loi d'irr egularite de Maxwell", c'est-a-dire
de la distribution gaussiennede position (23), dans un plan orthogonal a la gravite.

Jean Perrin ne s'arrta pas en si bon chemin et setourna vers le mouvemen brownien de
rotation. Einstein lui-m&me ne pensait pas que sespredictions (38) fussen veri ables experimen-
talement, car les vitessesde rotations, trop grandes,senblaient inobsenables.En e et, pour des
grainsde 1l m de diametre, la rotation estde 100" par secondePerrin put preparerdesspherules
de diametrestresimportants, de 10 a 15 m, et pouvant atteindre jusqu'a 50 m, qu'il reussita
mettre en suspensiondans dessolutions a 27% d'ur ee. Pour ceux-ci, la vitesse angulaire tombe a
guelguesdegrespar minute. lls portaient en outre desinclusions de refringenceun peu di ererte,

Sans hesiter, on admit que la theorie d'Einstein etait incompl ete ou inexacte. D'autre part, il n'y avait pas lieu
de renoncer a placer dans l'agitation moleculaire l'origine du mouvement brownien, puisque je venais de montrer
par I'exp erience qu'une emulsion dilu ee se comporte comme un gaz parfait tresdensedont les moleculesauraient un
poids egal a celui des grains de I'emulsion. On se borna donc a supposer qu'il s'etait glisse dans les raisonnements
d'Einstein quelque hypothese complementaire injusti ee."

68 M. Chaudesaigues, C. R. Acad. Sci. Paris, 147, 1044 (1908) ; Diplome d' Etudes, Paris (1909).

693, Perrin et Dabrowski, C. R. Acad. Sci. Paris, 149, 477 (1909).
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ce qui rendait leur rotation mesurableau microscope! Il en resulta une veri cation spectaculaire
de la deuxiemeformule d'Einstein (38), cette fois pour desgrains 100000 plus lourds que les petits
grains de gomme-gutte d'abord etudies.®

On lit dans les notes autobiographiquesd'Einstein :

\L'accord de cesconsiderations avec l'exp erience, ainsi que la determination par Planck de la veritable taille
moleculaire a partir de la loi du rayonnement [du corps noir] (a haute temperature) acheva de convaincre les scep-
tiques, qui etaient fort nombreux a cette epoque (Ostwald, Mach), de la realite des atomes. L'antipathie de ces
savants pour la th eorie atomique peut indubitablemen t etre rattac hee a leur attitude philosophique positiviste. Ceci
est un exemple interessan du fait que méme des savants a l'esprit audacieux et a l'instinct an e peuvent se trou-
ver bloques dans l'in terpr etation des faits par des prejuges philosophiques. Le prejuge -qui n'a en aucune maniere
disparu entretemps- consiste a croire que les faits peuvent et doivent apporter par eux-m&mesla connaissance scien-
tique sanslibre construction conceptuelle. Une telle meconception n'est possible que parce que I'on ne serend pas
facilement compte de la lib erte du choix de cesconcepts, qui, a travers leur veri cation et un long usage, paraissent
comme en relation imm ediate avec I'exp erience empirique.”

Perrin recut le prix Nobel en 1926 pour son travail sur le mouvemert brownien. Son livre,
Les atomes l'un deslivres de physique parmi les plus ns ecrits au vingti eme siecle, cortient un
postmortem, dans le grand style classique,sur le combat pour etablir la realite desmolecules:

\La theorie atomique atriomph e. Nombreux encore naguere, sesadversairesen n conquis renoncent l'un apres
l'autre aux de ances qui longtemps furent legitimes et sans doute utiles."

2 Mesurespar uctuations browniennes

Sautonsun siecle,et obsenonscommert la theoriedes uctuations browniennesdont I' elaboration
a ete decrite ci-dessus,trouv e aujourd'hui desapplications spectaculairesen physique appliqgueea
la biologie. Nous allons choisir un exempleportant sur la physique de 'ADN.

2.1 Micromanipulations de moleculesd’ADN
2.1.1 Interét de I'ADN pour les physiciens

Les physicienss'interessen aujourd'hui a I'ADN pour de nombreusesraisons. Tout d'abord, c'est
un polymereremarquable par salongueur, pouvant atteindre plusieurs certim etres, et samonodis-
persite ('ADN du virus bacteriophage- , par exemple,comporte toujours 48502pairesde basesde
sequenceidentique). L'ADN fournit un sujet de choix en physique des polymerescar, facilemert
faconne par les outils de la biologie moleculaire, il est directemert obsenable et manipulable. Des
intercalants uorescents places erntre paires de bases(tels le bromure d'ethidium) permettent en
e et d'observer au microscope et par uorescencedes moleculesindividuelles d’ADN en solution.

2.1.2 Realisation experimentale d'une micromanipulation

On peut aussimicromanipuler cesmoleculesindividuellement. Les techniques de micromanipula-
tions de biomoleculesisoleesse developpent considerablemen depuis quelquesannees,gracea un
nombre toujours croissart d'instruments : \pinces" optiques ou magnetiques, microscopesa force
atomique, micro bres de verres, ou encoreobsenations sousecoulemeis hydrodynamiques.

Un exemplerecen consistea tirer sur une moleculeunique d'ADN et a mesurerson allonge-
ment enfonction de la force,a n de mesurerdivers parametresmecaniquesmportants de la cha*ne
d'ADN.

Dansles\pinces magnetiques" (Figure 4), une bille magnetique est placeedansle champ d'un
aimant et attir ee vers les regionsde gradient de champ elewe, et I'on peut deplacer les aimants
ou leur imprimer une rotation. Cela permet donc de tirer sur 'ADN ou de le vriller, creart ainsi

70J. Perrin, C. R. Acad. Sci. Paris, 149 549 (1909).
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Figure 4: Micromanipulation d'une moleculed'ADN par des\pinc es magretiques".

des torsades, ou superenroulemerts, qui reproduisert une partie des con gurations topologiques
fonctionnelles.

Donnons un bref apercu desforcesmisesen jeu en biologie, et des problemesspeci ques lies
a leur petitesse.

2.1.3 Forcesd'interaction biologiqueset forces d'agitation thermique.

Lesforcesd'interaction impliqu eesdans les systemesbiologiquessort typiquemert engendeespar
les liaisons hydrogeneou ioniques, ainsi que par les interactions de Van der Waals qui structurent
acidesnucleiqueset proteines.Leur ordre de grandeur typique est obtenu en divisant kg T, ordre
de grandeur du \quantum d'energie" fourni par I'hydrolyse de 'ATP en ADP ! (en fait 10 kg T),
par la taille caracteristique desobjets biologiques,de I'ordre du nanometre (nm). On trouve alors
le picoNewton : T
B
Tom = 4 PN
10 2 N

Cette force est aussitypiquemert celle qu'il faut pour etirer une moleculed’ADN. Extr €me-
ment petite, elle n'est pas facile a detecter avec desdispositifs de mesureclassiques.

Les plus petites forcesmesurablessort a priori limit eespar |'agitation thermique de l'instru-
ment de mesure(voir la gure 5). Cette agitation thermique donne lieu a la force stochastique de
Langevin vue ci-dessus,dont la valeur depend du coe cien t de friction visqueusesur l'objet, et
ausside la fentre temporelle d'observation. On a:

hX 2 i=2kgT6 af;

Langevin

ou estla viscosite du milieu, a le rayon d'une bille prise comme exemple,et f la gamme de
frequenceobserwee. Par exemple,pour a = 1,5 m, dans depl'eau (viscosite = 10 3 Poise), la

racine de la force carree moyenne est X Langevin 15 f N H z, soit 15 femtoNewtons sur une
k
(10 B N)
seconde.

7LATP : adenosine triphosphate, carburant biologique universel, fait d'un sucre, la rib ose,d'une base, I'ad enine, et
de trois groupesphosphates ; ADP : adenosine diphosphate, saversion degradee apres perte d'un groupe phosphate
sous action enzymatique et lib eration d'energie.
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Figure 5: Enregistrement du mouvementbrownien, dans un liquide, de la pointe d'un microsmpe
a force atomique. (Enregistrement fourni gracieusementpar Pasal Silberzan, Institut Curie.)

De maniere assezetonnarte, ce sort les uctuations browniennesqui vont etre utilis eesdi-
rectemert pour la mesurede forcesd'origine biologique.

2.2 Mesure de force par uctuations browniennes

Cette technique de mesurede force s'inspire largemert de la methode proposeepar Einstein’? pour
mesurerla raideur d'un ressorta l'aide des uctuations browniennes Lorsquel'on applique ene et
une force sur la bille magnetique gracea un gradient de champ, la moleculeetir eeet la bille forment
un minuscule pendule de longueur * (Figure 4). La bille estanimeed'un mouvemert brownien, lie
a l'agitation thermique desmoleculesd'eau environnantes. Le petit pendule magnetique est ainsi
perturbe par une force de Langevin aleatoire qui I'ecarte de sa position d'equilibre. Il est ramene
vers celle-ci par la force de traction exerceepar 'ADN (gure 6).

Comme nous allons le montrer en detail plus loin, le pendule possdeune raideur transverse
k. qui estdirectemert relieea la force de traction F par k, = F=". Sil'on appelle x I'ecart de la
bille par rapport a saposition d'equilibre dansla direction perpendiculaire a la force F, la theorie
va nous donner

F = kg T =hx?i;
ou hx?i represerte les uctuations quadratiques moyennesde x. Pour mesurerla force de traction
sur la moleculed'ADN, il sut donc de mesurerl'allongement * et les uctuations quadratiques
moyennestx?i ! Cela esttr esreminiscen de la formule d'Einstein (25), et de la surprise de pouvoir
en deduire le nombre d'Av ogadro.

Pour mesurer ces uctuations, il faut suivre les deplacemers de la bille pendart un certain
temps, comme dans les experiencesde Jean Perrin de 1908 sur le mouvemert brownien. De nos
jours, un programme informatique analyseen temps reell'image video de la bille obseneeau mi-
croscore et determine son deplacemei dans les trois directions de I'espaceavec une precisionde
l'ordre de 10 nm (gure 6). Cette precisionest obtenue par une technique de correlation d'images.
Ce type de mesurebrownienne possdedivers avantages:

72 A, Einstein, Investigations of the Theory of the Brownian Movement, ed. R. Furth, trad. A. D. Cowper, Dover
Publications, p. 24 (1956).
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Figure 6: Nuage brownien despositions uctuantes de la bille dans le plan vertical (Ox; Oz), pour
di erentes forces appliquees. Plus la force est grande, plus la molecule s'etire et plus les uctua-

tions browniennessont restreintes. (Enregistrement fourni gracieusementpar Vincent Croquette,
Laloratoire de physiquestatistique de I'ENS.)
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Figure 7: Axe de la chane d'’ADN uctuant autour de la position verticale ; I'extremite M est
deplaee de la position d'equilibre (0;0; ") en presene de F vers la position aleatoire (x;y; " + z).

- calibrage de la force par mesureabsoluede uctuations de positions ;
- absencede contact avecla bille, donc non invasivite ;
- le deplacememn x mesure pouvant aller du m au nm, la gamme de forces mesureesva de la
dizaine de femtoNewtons a la certaine de picoNewtons.
Sondefaut est salenteur : pour accurruler su samment de uctuations et avoir une bonne statis-
tique, il faut une minute d'enregistremen pour une force de 1 pN, et plus d'une heure pour 10
fN.

Il nousreste maintenant a decrire la theorie de la mesurepar uctuations browniennes.

2.3 Theorie
2.3.1 Equilibre et uctuations

On considere une chae d'’ADN de longueur au repos "o, dont une extremite est x eea l'origine
O, tandis que l'autre extremite M est reperee par OM = ¢ (voir la gure 7). Sur l'extr emite
de la cha'ne s'exercemaintenant une force F dirigee selonl'axe Oz. A I'equilibre, la cha'e est
donc parallele a I'axe Oz et s'etire elastiquemen jusqu'a une longueur ~ dependart de F. Les

uctuations browniennes,provenart deschocsincessarts desmoleculesde la solution sur la cha'he
d'ADN et surtout sur la bille qui lui est attachee, induisert de petits deplacemets (x;y;z) que
l'on va pouvoir traiter comme perturbations de la position d'equilibre macroscopique(0;0; ).
L'extr emite M estainsi deplaceede la position d'equilibre (0;0; ") (en presencede F) a la position
aleatoire (x;y;” + z). Soit r = jOM| la distance radiale ertre les extremites de la cha'e. Par
elasticite, celle-ci developpe une force radiale de rappel F; (r). A I'equilibre, onadonc: F, (") = F,
ou F est la force exterieure experimentalement donnee.
En presencede uctuations, la distance radiale s'ecrit

r=[C+ 2%+ x2+ y) (72)

et la force de rappel

o
<
1

%Fr (r) (73)

+ z
. FI’Z: r Fr(r)

%Frx = TR0
§
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2.3.2 Developpemerts limit es

On ecrit le developpemert limit e de la distancer pour Xx; y; z trespetits devant ~ :
r=[C+2z)%2+ x2+y?¥2="+z+ (74)

L'ordre de deweloppemert lineaire en x;y;z sera susant, et nous nous contentons de noter
dorenavant symboliquemert par + tout terme du secondordre (en O(x?;y?;z?)) apparaissar
dans les developpemerts.

La force radiale de rappel exercee par I'ADN sur la bille, noteeF,(r), ne depend que de la
distance radiale r ; elle a donc pour developpemert limit e d'apres(74) :

dFr
dr

Fe(r) = Rl+z+ J=FRQO)+z——()+ (75)

On peut maintenant facilemert determiner lescomposartes(73) de cette force derappel en utilisant
(74) et (75) :

X X N
Frx = FFr(r) = <F()+ ;
Fry = %Fr(r) = ¥Fr(‘)+ ;

T+ z . dF, .
Fr, = r Fe(r)= F () Zdrr()+

Remarquonsen n que la force exterieure F = Ft, annule exactemen au point d'equilibre
la partie en F,(" )&, de la composarte verticale F;,t, de la force elastique de rappel. Laissart
de cote les termes du secondordre, nous sommesamenes par cette analysea une force de rappel
uctuan te resultante sur I'ADN, au premier ordre :

% 2R )
:

= Fu,+F = Ye () =r (U (76)

dFr BN
it

2.3.3 Energie elastique

La beaute de cette approche est quel'on peut determiner I'energieelastique emmagasireedansles

uctuations browniennesde la cha‘ne d'ADN sansmémeconndtre la forme analytique de la force
elastique.Dans cesexpressionsjl faut bien comprendrequela longueur d'equilibre * estdeterminee
par la force exterieure, tandis que la force uctuan te (76) estlineaire enx;y;z commeattendu en
raison du developpemert e ectu e au premier ordre. Une energiepotentielle quadratique U lui est
donc assaieepar "= r U, avecl'expressionsimple :

1,dF,
2T

U=y’ TR+ 0): 7)

2.3.4 Constartes de raideur elastiques

On peut ecrire I'energieU (77) commecelled'un ressortou oscillateur harmonique tridimensionnel
anisotrope pos®dart deux constartes de raideur, dont l'une, k-, et l'autre, k—, correspondernt
respectivement aux directions perpendiculaire et parallele a la direction de la force :

1 1
U= ko X2+ y? + Ek:zz; (78)
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avec
gk’) = Fr().
(79)
_dF, .
k= = T( ):

Comme on peut l'imaginer intuitiv emert, la constarte de raideur transverse, qui s'oppose aux
mouvemerts lateraux dela moleculed'ADN, estplus faible quela constarte deraideur longitudinale
qui, quant a elle, resistea I' etirement mecaniquede I'ADN.

2.3.5 Equipartion de I'energie

En mecaniquestatistique classique nousavonsvu le resultat important qui concernel’ equigartition
de I'enemie. Le theoremedit simplemert que chaque degre de liberte quadmatique a pour energie
moyenne exactemern %kBT, ou kg est la constarte de Boltzmann et T la temperature absolue.
Dans le casde I'energieharmonique (78), celanous donne immediatemert :

1 .1 . 1 . 1
Sko 2 = Sko hy?i = Sk= he?i = SkeT: (80)
On trouve donc nalement, a l'aide de (79)

s F.(C ke T
%k? r () B! |

< mu

(81)
§k —de(‘)—kB_T-
T d Y hedis

En raison de la di erencede constartes de raideur, k, < k—, les uctuations de position
transversesdominent les uctuations longitudinales hx?i =,hy?i > hz2i, comme on peut le voir
sur la gure 6. On voit par exemple que les uctuations = hx2i ou hz2i sort respectivemert
de l'ordre de 2 m et de moins d'1 m pour le deuxieme nuage brownien a partir du bas. Ces
uctuations browniennessort directemert mesurablesoptiquemert, ainsi que l'allongemert °, et
par lesequations(81) ellespermettent une mesuredirecte fort ingenieusede la force elastiqueF, (*)
et de sa derivee F,O(‘) ! On peut alors comparer les resultats experimentaux aux predictions de

modelesth eoriquespour la description statistique descon gurations de I'ADN (voir la gure 8).
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N 2; N
Figure 8: Rapport sans dimension ‘;Z = kkT = % = mddE’ (7); trace en fonction de

l'allongement™ de la chane d'’ADN (rapporte a la longueur maximale "¢ de celle-ci). Les points
correspndent au rapport des mesues experimentales des uctuations quadiatiques browniennes
transversehx?i et verticale hz?i. La courbe est predite theoriquementa partir de la connaissane
de F, ("), dansle cadre du modele de chane semi- exible de 'ADN, dit \du ver", ou \Worm-like
chain model" en anglais. On constate un accord remarquableentre experience et theorie. (Figure
fournie gracieusementpar Vincent Croquette.)

3 Theorie du potentiel et mouvemert brownien

Et ignem regunt numeri
3.1 Introduction

3.1.1 Equation de Laplace

La theoriedu potentiel concernelesproprietesd' equilibre descorpscortinus, commela distribution
de charges electrostatiques sur des conducteurs, la distribution de potentiel newtonien dans la
th eorie classiquede la gravitation, la distribution de temperature dansla theorie de la conduction
dela chaleur de Fourier, ou encorela distribution despositions d'une membrane elastiquetendue.”®

Il existe une relation profonde ertre la theorie du potentiel et la theorie de la di usion, donc
celle du mouvemert brownien.” Illlustrons la d'abord intuitiv emert dans le cadre de la theorie de
la conduction de la chaleur, due a Fourier.”

La temperature d'un corps, u(x;y;z;t), au point (x;y;z) et a l'instant t, suit I'equation de
di usion de la chaleur

% =D u; (82)
ou, commedansle casdu mouvemert brownien, D estun coe cien t dedi usion, etou represete
commeauparavant le Laplacien = %+ %+ %; ici entrois dimensions.En general, le Laplacien
s'ecrit en d dimensions: .

= % (83)
i=L

ou les x; sort les coordonnees cartesiennesen d dimensions. Lorsque la temperature atteint
I'equilibre, la dependanceen temps s'e ace, et le champ de temperature est regi par I'equation

730n peut se referer a l'ouvrage classique de O. D. Kellogg, Foundations of Potential Theory, Springer-V erlag
(1929) ; Dover Books on Advanced Mathematics (1969).

740n pourra consulter l'article Le mouvement brownien et la theorie du potentiel, de R. Hersch et R. J. Griego,
paru en 1977 dans le premier numero hors serie de Pour la Science, traduit de Scientific  American , mars 1969.

“5L'ouvrage majeur de Joseph Fourier, La theorie analytique de la chaleur, fut publi e en 1822, avec comme devise :
Et ignem regunt numeri (Les nombres regnert sur le feu).
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Figure 9: Potentiel newtonien en trois dimensions.

de Laplace:
u=0: (84)

Une telle fonction, dont le Laplacien est nul, est dite harmonique

Cette fonction, le potentiel, peut donc &tre vue commela solution d'equilibre (a temps in ni,
donc) d'un processuge di usion, cequi estla premiererelation, elemertaire, que nousrencortrons
entre la theorie du potentiel et celle de la diusion brownienne. Pour specier la valeur de la
temperature partout dansl'exemple que nous avons pris, il faut en outre sedonner des conditions
initiales si I'on part d'une situation hors d'equilibre avec di usion.

Dansle cas,que nousallons considererdorenavant, ou I'on veut etudier directemert I' equilibre
et les fonctions harmoniques, ou plus generalemen le potentiel, qui lui sort assaies, il faut
conndtre soit la position des sourcesdu potentiel, soit des conditions aux limites sur celui-ci,
d'une maniere que nous allons preciser.

Sedonner la position des sourcesest naturel dans la theorie bien connue du potentiel new-
tonien ou coulombien, ou les sourcesde potentiel sort les massesou les chargeselectrostatiques.
L'utilisation de conditions aux limites sur le potentiel y est aussi possible, et elle apparat de
maniere naturelle dansle casde la conduction de la chaleur et de la distribution de temperature,
ou l'on se donne la distribution de temperature a la surface d'un corps pour en determiner la
distribution interne.

Cesrepresenations sort mathematiquemert equivalentes. Rappelons d'abord les proprietes
elemenaires du potentiel newtonien ou coulombien, qui nous serort utiles pour passeraux pro-
prietesplus nes desfonctions harmoniques.

Pour xer lesidees,nous allons adopter le langage familier du potentiel de Newton ou de
Coulomb cree par desmassesou des chargeselectrostatiques, mais les resultats mathematiquesne
dependront evidemmernt pas de ce choix.

3.2 Potentiel newtonien
3.2.1 Potentiel cree par une source ponctuelle

An detraiter de maniereuniversellele potentiel, commecelui de la gravitation ou de I' electrosta-
tique, lesconstartes physiques,commela constarte de gravitation universelleG, ou la permittivit e
electriquedu vide, "o, ne sort pasindiquees.En general, nousadopteronsle langageelectrostatique.

Le potentiel creeenun point P par une masseou une charge unit e placeea l'origine O s'ecrit,
en trois dimensions 1

uz(r) = —; r = jOPj; 85
s(N = 7~ JOP] (85)

ou r estla distanceentre O et P (gure 9).

Le champ de gravitation ou electrique assie est

1+

Es(r) = r rus(r)= RCER (86)
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ou f est le vecteur de position relative + = OP.
En d dimensions,potentiel et champ se generalisert en

1 1

Ug(r) = mrd—z;

(87)

et
1 ¢

Sqrd’
ou Sy = 2 92=( d=2) estla surfacede la sphere unite dans R¢.
Le cashidimensionnel est plus complique, et conduit a un potentiel logarithmique qui s'ecrit

Ua(r) = 5 log - (89)

Ea(F)= 1 cua(r) = 5 (90)

Ea(F) = 1 rug(r) = (88)

3.2.2 Equation de Laplace et distribution de Dirac

Le Laplacien du potentiel ug(r) ci-dessuss'annule identiquement partout dans I'espace, sauf a
lorigine : ug(r) = 0; r 6 0. En + = 0, il estdivergert (in ni), et savaleur est donnee par la
theorie desdistributions. Plus preciemert, on a

1 1 d
uq(r) = — —— = ), 91
ou 9(r) estla distribution de Dirac en d dimensions, nulle partout sauf a l'origine + = 0, ou elle
est singuliere (in nie). Cette divergenceest telle que l'integrale
Z

f(r) 9(F) dr = (0) (92)
Rd

est concerr eesur la valeur a l'origine de toute fonction test f ().

L'equation (91) est une equation de Poisson, ou le secondterme represere la densite de
masseou de charge, sourcedu potentiel. Dans le casdu potentiel (85), (87) ou (89), cette source
est ponctuelle, d'ou I'apparition d'une densite singuliere.

Dans l'approche elemertaire que nous suivons, nous n'aurons pas a priori recours a ce for-
malisme. Nous allons plutdt suivre la voie elemertaire qui utilise le theoremede Gauss’®

3.2.3 Theoremede Gauss

Le theoremede Gaussenoncequele ux du champ electrique a traverstoute surfacefermee est
egala la masse,ou a la chargetotale Q() enfermeepar la surface:
Y

E:dS= Q() : (93)

Ce theoreme se demortre en deux etapes. Par linearite, on peut seramener au casd'une charge
ponctuelle, le cas d'une distribution de chargessetraitant en additionnant les champs crees par
celles-ci.En e et, sichacunde ceschampssatisfait au theoremede Gauss,leur sommele fera aussi.

Ensuite, pour une charge ponctuelle enclosepar la surface, on remarque que le ux de E
est invariant lorsque I'on deformela surface sanscroiserla charge.”” On seramenealors a une
surface spherique concertrique a la charge, pour laquelle le theoreme de Gauss est evidert. En
e et, en raison de la forme (86) du champ en 1=r? a symetrie spherique, l'integrale (93) sur une
sphere de rayon r estidentique a la charge.

Le theoremede Gaussse generalisede maniereimmediate en toute dimension.

760. D. Kellogg, op. cit. R R R R
770n a, par le theoreme de Green-Ostrogradski, E:dS 0EidS= divEd®v= |, uddv= 0, ouD est

le domaine situ e entre les deux surfaces, et u le potentiel. En e et, onalesidentitesE = fuetdiv(fu)= u=0,
car u est harmonique dans le domaine D depourvu de charges.
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3.2.4 Potentiel cree par une sphere

Considerons une sphere S(a) certree a l'origine O, et de rayon a. Imaginons qu'elle porte une
charge Q repartie uniformemernt sur sa surface.

Le champ assaie E(r) est a symetrie spherique et radial. Il satisfait au theoreme de Gauss
(93). Si l'on choisit la surface  comme une sphere S(r) certreeen O, derayonr > a, et donc
exterieurea S(a), ona Q() = Q, etle ux de E(r) a travers est simplemen, par symetrie
spherique, E(r)4 r? = Q. On endeduit que E(r) = 4Qrz estle mémeque le champ qui serait cree
par la charge si elle etait concenreeau certre de la sphere. Si la surface est choisie commeune
sphere S(r) derayonr < ainterieurea S(a), Q() = 0, et le ux (93) estdonc nul. Par symetrie,
on en deduit que le champ E est nul partout a l'interieur.

Soit maintenant us(P) le potentiel cree en un point P quelconquepar la mémesphere S(a)
de rayon a et de charge totale Q, repartie uniformemen en surface. Ce potentiel est a symetrie
spherique comme son champ assaie. A l'exterieur, celui-ci est le méme que celui d'une charge
ponctuelle Q situeeau certre, tandis qu'a l'interieur il estidentiquement nul. Le potentiel estdonc
a l'exterieur celui, (85), cree par la charge ponctuelle situee au certre de la sphere, tandis qu'a
linterieur il estconstar, et egala savaleur au bord par cortinuite. D'ou saforme

11 11 o
us(P) = 4_F#(r a) + 4—5#(3 r); r=joPj; (94)
ou # est la distribution de Heaviside #(x > 0) = 1; #(x < 0) = 0; #(0) = 1=2.

3.3 Fonctions harmoniqueset theoreme de la moyenne
3.3.1 Theoremesde la moyenne arithm etique de Gauss

La propriete que deux corps ou deux charges s'attirent mutuellement avec des forces egaleset
opposees,sere etedansle potentiel. En e et, celui-ci est symetrique par rapport aux coordonnees
des deux points, de sorte que le potentiel en P d'une charge Q placeeen S est le méme que le
potentiel en S d'une chargeQ placeeenP. De ce simplefait decoulert desth eoremesd'applications
importantes. Nous derivons deux d'entre eux, connus sousle nom de theoremesde la moyenne
arithm etique de Gauss’8

Le potentiel

Figure 10: Potentiel newtonien (95) cree par une sphere de rayon a, uniformement chargee.

y4
d?s R
us(P) = goz g =iSP (99)

estcelui cree, enun point d'observation P, par I'ensenble despoints courants S de la surfaced'une

sphere S de rayon a, portant une densite de charge surfacique uniforme 4Q7 (voir gure 10). Nous

780. D. Kellogg, op. cit.
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venonsde voir en (94) qu'a I'ext erieur de la sphere, il estegala 4Q—r, ou r estla distancer = jOP]j

de P au certre O de la sphere, tandis qu'a l'interieur il est constart et vaut 4Q—a.

Mais nous voyons par la symetrie d'echangedont nousvenonsde parler, qu'il peut &tre aussi
interprete comme la moyenne arithm etique sur la surface de la sphere du potentiel cree par la
meéme charge Q, cette fois placeeen P.

Les equations (94) (95) ont donc l'in terpretation suivante :

a) la moyennesur la surfaced'une sphere du potentiel cree par une charge situeehors de la sphere,
a la distancer du certre de celle-ci, est egalea la valeur (en 1=r) de ce potentiel au certre de la
sphere; et

b) la moyennesur la surfaced'une sphere du potentiel cree par une charge en position quelconque
al'interieur de la sphere, est egalea la valeur (en 1=a) de ce potentiel sur la sphere, apresconcen-
tration de la charge au certre de la sphere.

Supposonsmaintenant que nousayonsun ensenble de chargesplaceessoit toutes a I'ext erieur
de la sphere, soit toutes a l'interieur. En sommart les resultats ci-dessuspour chaque charge
elemenaire, on trouv e les deux generalisations suivantes :

a) Theoreme de Gaussde la moyenne arithm etique : la moyenne sur la surface d'une sphere du
potentiel creepar deschargessitueeserti eremert hors de la sphere est egalea la valeur du potentiel
au certre ;

b) Secondtheoremede la moyenne: la moyennesur la surfaced'une sphere du potentiel cree par
deschargessitueeserti eremen a l'interieur de la sphere, est independarte de leur distribution a
linterieur de la sphere, et est egalea leur charge totale diviseepar le rayon de la sphere.”®

3.3.2 Fonctions harmoniques

Revenonsen n a nosfonctions harmoniques,et consideronsu satisfaisart la condition u = 0dans
un certain domaine D. Une telle fonction harmonique peut @tre represetieecommele potentiel cree
a l'interieur du domaine D par une distribution de chargestoutes exterieuresa D. Nous pouvons
donc lui appliquer le premier theoremede Gauss, et enoncerle theoreme de la moyenne pour les
fonctions harmoniques:

La moyenned'une fonction harmonique u sur une sphere S centreeen un point P quelonque est
egalea la valeur de u au centre P. Soit par exempleen trois dimensions:

z

u(P) = u(s) &S
S

—; 96
4 a2 (96)
ou a estle rayon de la sphere; le theoremese generaliseen toute dimension.

La reciprogue est egalemen vraie : une fonction veriant le theoremede la moyenne pour
toute sphere appartenant a un domaine, est harmonique dans ce domaine. Ce theoremeva &tre la
cle de la relation ertre theorie du potentiel et mouvemert brownien.®°

790n trouv e le premier theoreme dans les oeuvres completes de Gauss, Allgemeine Lehrsatze, vol. V, p. 222. Le
second th eoreme, moins usuel, s'y trouv e aussi.

80 Une demonstration du th eoreme de la moyenne peut etre faite par analyse vectorielle. On ecrit la moyenne hui g
de u sur la surface de la (d  1){sphere S de rayon a dans RY, comme le ux du vecteur u(r)r=r9 sur la surface de
cette sphere :

1 z 1 z . z
huis= ————  uS)d 's= — u@rE)—:nd! s= u(r)rug(r):rdd 1s; 97
ST a1 U s UM (M ua(r) (97)
ou Sy est l'aire de la sphere unite, f un vecteur unite normal a la surface de la sphere, dirig e vers I'ext erieur de
celle-ci, et ou lI'on a utilis e (88). On utilise alors le theoreme de Green dans le volume D interieur a la sphere :

A Z h i
[ug(r) u(®) u(®) ug(r)dir= ug(r) Fu()  u(Erug(r) :add s (98)
D s
On a u(r) = 0O, puisque u est harmonique, et dapres (91), ug(r) = d(r). Grace a la de nition (92) de la
distribution de Dirac et par substitution de (97) dans (98), il vient donc,
Z n i

|
u@©) = huig + ug(r) Fu(e) :rd! s (99)
S
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3.4 Le probleme de Diric hlet

Un probleme canoniquede la theorie du potentiel est en e et celui de Dirichlet. On y considere
un domaine D de I'espaceeuclidien RY et safrontiere @. Le potentiel u estdonne sur la fronti ere
comme egal a une fonction cortinue donneef :

0 dans D; (102)
f sur @: (103)

Dans le casde la conduction de la chaleur par exemple,resoudrele problemede Diric hlet revient
a sedonner la distribution f destemperaturesle long de la frontiere @ d'un corps conducteur D,
et a determiner la temperature d'equilibre a l'interieur de D.

C'est ici qu'intervient le mouvemert brownien, qui va fournir une represertation enti eremert
probabiliste de cette solution.

3.5 Relation entre theorie du potentiel et mouvemert brownien
3.5.1 Potentiel newtonien et densite de probabilit e

Une premiere relation, qui cortient en germe toutes les autres, est obtenue simplemen en con-
siderant la densite de probabilit e gaussienne(23).8! Rappelons que celle-ci decrit la densite de
probabilit e de trouv er une particule brownienne en un point + au tempst, sadant quela particule
esta l'origine au tempst = 0. En d dimensions,la formule (23) segeneraliseen

1 r2
P(Fit)= ———— —_— 104
(=3 (4 Dt)d=2 P 2ot (104)
ou r estla distance a l'origine.
En integrant P (r;t) sur le tempst on trouve
Z +1 1
D o P(f‘,t) dt = mrd—z = Ud(r): (105)

Pour un coe cien t de di usion unite, D = 1, la densite de probabilit e browniennetotale, integree
sur le temps, d'arriv er en + est donc exactemen egaleau potentiel newtonien cree en + par une
masseou charge unite.

Venonsen maintenant au problemeplus general de Diric hlet.

3.5.2 Marchesaleatoires discretes et probleme de Diric hlet

Cette relation remornte en fait aux annees1920 avec les travaux de Phillips et Wiener,?? et de
Courant, Friedrichs et Lewy.® lls obtinrent une represenation probabiliste de la solution du
probleme de Dirichlet (102) (103), sousla forme d'une sequenceapproximative de marches au
hasard sur le reseaucubique d-dimensionnel"Z9, de maille "

Plus precissmert, on considere les marches au hasardw = fw,;n 2 Ng sur le reseau”z¢,
a temps discrets ertiers n = 0;1;2; , partant toutes du point initial wo = P et diusant vers

En tenant compte de la constance du potentiel newtonien, ug(r) = ug(a) =

la derniere integrale de ux est transform ee en integrale de volume et vaut
z z

ug@ Fu(:ad? s = ugy(a) u(r) dr = o; (100)
s D

W, a la surface de la sphere,

car u est harmonique par hypothese.Nous avons donc obtenu le theoreme de la moyenne attendu :
huis = u(0): (101)

810n pourra consulter a ce sujet le petit livie de K. L. Chung, Green, Brown, and Probability & Brownian Motion
on the Line, World Scientic, Singapore (2002).

824, B. Phillips et N. Wiener, J. Math. Phys., 2, pp. 105-124 (1923).

83R. Courant, K. Friedrichs et K. Lewy, Math. Ann., 100Q pp. 37-74 (1928).
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la fronti ere. Quand les marcheurs atteignent la fronti ere, on mesurela valeur de la fonction de
frontieref au point atteint. On repete I'operation et on prend donc ainsi la moyennedesvaleurs
de la fonction de frontiere f sur tous les points de premiere atteinte de cette frontiere par les
marcheurs aleatoirespartis de P.

On peut ecrire formellemert cette operation de moyenne comme

X
u-(P) = f(w,) (106)
fw: P 71@g

ou la sommeporte sur toutes les marchesau hasardw = fw,;n 2 Ng sur le reseau"'Z9, a temps
discretsertiers n = 0;1;2; , partant du point initial wg = P et diusant versla frontiere. Dans
(106), p estle premier instant d'atteinte de la frontiere @ par le marcheur aleatoire, et w , sa
position sur la frontiere a cet instant. Cette somme doit &tre normalisee de maniere a &tre une
mesurede probabilit e sur les marchesdiscretes.

Pour avoir le resultat dansle contin u, on doit ensuite prendre la limite dela maille " du reseau
tendant versO0. Le resultat lim-, gu-(P) = u(P) estalors la valeur de u au point P, solution du
problemede Dirichlet dansRY !

Dans le langagede la theorie de la chaleur, la temperature au point P est la moyenne des
temperatures sur la fronti ere, releveesapresavoir marche au hasad vers celle-ci!

En mathematiques, une notation standard de cette moyenne(106) est

z
u(P)= f(w,) p(dw); (107)

ou , estla mesurede probabilit e sur les marchesdiscretesdans"Z¢, partant de P.

3.5.3 Norbert Wiener

En 1923, Norbert Wiener, dans un article fondamertal intitul e \Di eren tial space"®* construisit
directemert une mesure de probabilit e sur les chemins browniens cortinus dans I'espace RY. I
connaissaitla theoried'Einstein depuissavisite a Cambridge en 1913.1L etait venu, a 19 ans, pour
etudier la logique avec Bertrand Russell, mais celui-ci lui suggera d'aller ecouterle mathematicien
Hardy et de lire Einstein. L'id ee de basefut de construire directement sur I'espacedes fonctions
cortinues d'une variable reelle (represeriant la position en fonction du temps) une mesure de
probabilit e telle que les accroissemets de position sur desintervalles de temps disjoints aient une
distribution de probabilit e gaussiennecommeen (23).

La mesure ainsi construite s'appelle mesure de Wiener et l'integrale par rapport a cette
mesuremoyenne de Wiener. La notation en estici W (dw), et plus preciemert Wp (dw) pour les
mouvemerts browniens w issusde P. Elle de nit une limite continue pour " ! 0 de la mesure

"(dw) sur les marchesaleatoiressur le reseaudiscret " Z¢.

Une fois la construction faite, Wiener veri e que la probabilit e de derivabilit e de la position
par rapport at estnulle, et que le support de la mesureest donne par desfonctions helderiennes
(d'ordre au moins1=2 ; > 0.

Dans une etude ecrite en 1964 sur Wiener et l'integration fonctionnelle, Mark Kac met en
avant la profonde originalit e de Wiener pour I'epoque, et en contrepartie, la dicult e pour les
mathematiciensd'alors de comprendre son approche : \Only Paul Levy in France, who had himself been
thinking along similar lines, fully appreciated their signi cance.” 85

L' etape suivante fut ene et l'oeuvrede Paul Levy sur le mouvemert brownien, avecle premier
grand ouvrage sur la question, Processusstochastiqueset mouvementbrownien (1948).86 Depuis,
I'e orescence du sujet a ete telle que I'on ne peut qu'en faire une citation tr es partielle, et nous
renvoyons le lecteur interes® a l'article d'introduction de J.-F. Le Gall pour une premiere entr ee

84N. Wiener, J. Math. Phys., 2, pp. 131-174(1923) ; voir aussiR. E. A. C. Paley et N. Wiener, Fourier Transforms
in the Complex Domain, Amer. Math. Soc. Colloq. Publ., 19, New-York (1934).

85M. Kac, Bull. Amer. Math. Scc., 72, pp. 52-68 (1964).

86 paul Levy, Processus stochastiques et mouvement brownien, Gauthier-Villars, Paris (1965).
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dans le monde brownien mathematique?’ et au livre de D. Revuz et M. Yor pour un sejour plus
prolonge 88

3.5.4 S. Kakutani

L'existence de la mesure et de l'integrale de Wiener rendit possible un progrestresimportant,
e ectu e en 1944-45par S. Kakutani. # Il montra que la substitution de l'integrale avecla mesure
de Wiener W a la formule (107) avecla mesurediscrete " resohait le problemede Dirichlet dans
RY. On a donc la formule de Kakutani

z

ulP)= f(w,)Wp(dw): (108)

Ainsi, le potentiel en un point P quelonqueestdonne par la moyennedespotentiels tir esau hasad
sur la frontiere par un mouvementbrownien issude P (gure 11).

Figure 11: Probleme de Dirichlet dans le domaine D, et sa representation brownienne. Le point
w = w , estle point de premier contact du mouvementbrownien issude P avet le bord @D, atteint
aliinstant p depremiere sortie du domaineD. Le point S estle point de premier passagea travers
la surface de la sptere S.

Nous donnonsdans ce qui suit une demonstration elemertaire de ce resultat.

3.5.5 Demonstration

La quantit eu(P) de nie par I'equation (108) porte, en theorie desprobabilit es,le nom d'esperance
mathematique assa@iee au point P, car elle represene le resultat espere d'un tirage au sort d'une
valeur de f sur le bord, par un processusde di usion brownien issude P.

Nous voulons veri er que cette esperancesatisfait aux deux conditions (102) et (103).

La secondecondition estfacile a veri er : sile point P estsur la frontiere @, tout mouvemert
brownien w issude P est arreéte immediatemen sur le bord enw , = P, doncu(P) = f (P) pour
P sur @, comme attendu.

En outre, si le mouvemert brownien part d'un point P interieur, proche d'un point Py de la
fronti ere, il est(presque)certain (au sensdesprobabilit es)que cemouvemert atteindra la frontiere

87J.-F. Le Gall, Intr oduction au mouvement brownien, Journeesannuelles de la Societe Math ematique de France,
28 janvier 1989, trois exposes sur le mouvement brownien (J.-F. Le Gall : supra, G. Ben Arous : Grandes deviations
et noyau de la chaleur, B. Duplantier : Le mouvement brownien en physique, les polymeres et leur relation avec les
phenomenes critiques ).

88D. Revuz et M. Yor, Continuous Martingales and Brownian Motion , Berlin-Heidelb erg : Springer (1991) ; 2eme
edition 1994.

893, Kakutani, Proc. Imp. Acad. Japan, 20, pp. 706-714 (1944).
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dans un voisinagede Py, et que I'esperanceassaieeu(P) seraproche de la valeur f (Pp) def en
Po. Ainsi, la solution de Kakutani a de bonnes proprietes de regularite au voisinagedu bord, a
condition que celui-ci soit d'une geometrie su samment reguliere,et quela \temp erature" au bord,
f, soit une fonction continue.

La continuite de I'esperanceu par rapport au point de depart, P, du mouvemert brownien
est egalemen intuitiv emert claire : un faible deplacemen de P modi era peu l'ensenble des
tra jectoires browniennesdi usant a partir de P, et leur exploration ulterieure de la frontiere.

Nousallons maintenant etablir la premierepropriete, (102), pour I'esperanceu(P) (108) d'étre
une fonction harmonique, en montrant qu'elle satisfait a la propriete equivalente (96) de moyenne
sur toute spherecertreeenP.

On trace donc une sphere S certreeen P, de rayon a, et cortenue a l'interieur du domaine D
(gure 11). 1l s'agit maintenant de montrer que I'esperancebrownienne u(P) obtenue en partant
de P est egale a la moyenne des esperancesbrowniennes u(S) obtenues en partant de points
guelconquessS situesa la surfacede la sphere S.

Un mouvemert brownien, pour atteindre le bord @ du domaine, doit traverserla sphere S
au moins une fois. AppelonsS le point de premier passagea traversla sphere( gure 11), et u(P=S)
I'esperanceobtenue pour tous les mouvemerts browniensissusde P qui, lorsqu'ils traversert pour
la premierefois S, le font au point S.

Comme pour le mouvemert brownien, il n'y a pasde direction preferertielle, chaque point de
S peut &tre rencortr e en premier de maniere equiprobable. Or il faut que le mouvemen traverse
la sphere. On fractionne la moyenne pour les mouvemerts isssusde P en deux etapes: choix du
point de premier passages, et di usion via S, avecesperanceu(P=S). Par moyennedesmoyennes,
on a donc le resultat que u(P) doit &tre egala la moyennedesu(P=S) sur la sphere, soit entermes
mathematiques:

z
—-— — dzs .
uP) = u(P=8);: (109)

Il reste a montrer que l'esperance u(P=S), obtenue en partant de P et en passan par S,
est la méme que l'esperance u(S), obtenue en partant simplemert de S sur la sphere. C'est ici
gu'intervient une propriete tr esimportante du mouvemert brownien : le mouvemert a un instant
t ne depend que de la position a cet instant, et non du mouvemert anterieur. Il s'agit, en quelque
sorte, d'une perte de memoire absolue, ou seuls comptert l'instant et la position presens. Le
mouvemert brownien est dit markovien. En theorie des probabilit es, on parle ainsi de maniere
generale de processusde Markov lorsque la dynamique future d'un processusn'est pasin uenc ee
par sesetats anterieurs. Le comportement de la particule brownienne partant de S, ou passart
par S, sadant qu'elle est partie de P, nedi erert ainsi pas. Il s'ensuit que u(P=S) = u(S), ce qui
achewe la preuve du theoremede la moyenne (96).

3.6 Proprietes de recurrence du mouvemert brownien

Nous allons donner uneiillustration d'une propriete probabiliste non triviale du mouvemen brown-
ien, qui se deduit aisemen de la theorie du potentiel. Il s'agit de la propriete de recurrence du
mouvemert brownien.

3.6.1 Mouvemert brownien en une dimension

Placons nous d'abord en une dimension sur la droite reelle R, et considerons les points x du
domaine D constitue par le segmem D = [0; R], ou R est un nombre positif. Cherchonsla fonction
harmonique u(x) qui satisfait au probleme de Dirichlet simple : u(0) = 0; u(R) = 1. En une
dimension, le Laplacien (83) est simplemert la derivee seconde,et I'equation harmonique (102)
devient d?u(x)=dx? = 0. La solution est tout simplemert lineaireen x : u(x) = x=R ; elle veri e
de maniere eviderte les conditions aux limites requises.

Venons-enmaintenant a la solution de Kakutani du probleme de Dirichlet par esperance
mathematique brownienne. Le bord @ du segmemn D = [0;R] est constitue de deux points :
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@ = f0;Rg. La fonction f apparaissant dans les conditions de Dirichlet (103), prend donc les
deuxvaleurssurlebord : f (0) = O; f (R) = 1. D'apresle resultat de Kakutani, la valeuru(x) = x=R
de la fonction harmonique u est la moyenne de la fonction f, obtenue par tirage au sort par un
mouvemert brownien issu de x. Le cas de premiere sortie brownienne du segmen D = [0; R] par
le point x = 0 donnela valeur f = 0, et celui par le point x = R, la valeur f = 1. L'esperance
browniennedef estainsila probabilit e pour le mouvemen brownien de sortir pour la premierefois
du segmen [0; R] par le point R, plutdt qu'en 0. C'est donc exactemern la probabilit e d'atteindre
R avant O en partant de x. La probabilit e complemenaire d'atteindre 0 avant R est pr(x) =
1 ux)=1 x=R:

Fixons le point x, et prenonsla limite R ! 1, c'est-a-dire que le segmen D deviernt la
demi-droite reelle R*. Nous voyonsque priz (X) ! 1; et ce pour tout x. La probabilit e p; (x)
est, pour un mouvemert brownien issu de x, celle d'atteindre I'origine 0 avant de partir a l'in ni.

Le mouvemert brownien, d'ou qu'il parte, passedonc par l'origine de maniere (quasi-)
certaine®®. Commelesorigines, spatiale et temporaire, etaiert arbitraires dansnotre demonstration,
la propriete suivante a ete etablie : un mouvementbrownien a une dimension visite tout point de
l'axe reel, et in niment souvent On dit qu'il estrecurrent.

Cette propriete n'apparaissait pas commeeviderte a priori du cote de la theorie probabiliste.
On voit que gracea la relation avecla theorie du potentiel, elle a ete demortr eede maniere tres
simple en resohant une equation di erertielle du secondordre ! Einstein n'aura sansdoute pas
pens a cecides 1905, quoique...?

Gerneralisonsmaintenant en deux, puis d dimensions,|' etude precederte.

3.6.2 Le casbi-dimensionnel

Cette fois, nous nous placons dans le plan, et considerons le domaine annulaire D, constitue de
I'espacesitue ertre deux cerclesconcertriques, G et G, certr esal'origine O, et de rayonsrespectifs

1 et ,,avec 1 < ».Lebord dudomaineD estdonc constitue de cesdeux cercles,@ = G [ G.
Posonsle problemede Diric hlet dansla couronneD :

u 0 dans D; (110)

O sur G; u=1 sur G: (111)

u

En utilisant le potentiel newtonien bi-dimensionnel u,(r) (89), il estfacile de voir que la solution
du problemede Dirichlet, qui est a symetrie spherique, vaut a une distancer du certre :

up(r) uz(1) _ logr log i .
uz( 2) uz2(1) log 2 log 1’

ug(r; 1; 2) = 12 (112)
En e et, cette fonction satisfait evidemmen a (111), et elle est harmonique dans le domaine an-
nulaire D, car le potentiel uy(r) (89) I'est (sauf a l'origine, qui n‘appartient justement pasa D).

Venons-emmaintenant a la represeration de Kakutani dela solution du problemede Diric hlet.
D'une maniere similaire au cas unidimensionnel vu au paragraphe precedert, u,(r; 1; ») (112)
represerte la probabilit e qu'un mouvemert brownien, issud'un point situe a distancer du certre,
atteigne le cercleexterieur G, avant le cercleinterieur G,.

Commeau paragraphepreceden, xons alors la distancer et le cercleinterieur G, et repous-
sonsle bord exterieur G al'inni. Enfaisart ,! 1 danslaformule (112), on voit par continuite
gue la probabilit e que le mouvemen brownien parte al'inni estuy(r; 1;1 ) = 0, pour tous r et

1 his. Par complemertarit e,0on en conclut que cemouvemen brownien atteint le disque de rayon
1 avecprobabilit e 1, quel que soit sonpoint de depart en dehorsde ce disque.Comme l'instant ou

90 En th eorie des probabilit escontin ues, un evenemert de probabilit e egalea 1 est dit tre \quasi-certain" ou \vrai
presque s0rement”, a la di erence du langage commun. La raison en est qu'il peut toujours exister, au sensde la
theorie de la mesure, et dans le cas d'evenemerts formant un continuum, un ensenble irr eductible d'evenemerts,
tres\t enu" car de mesure nulle, et donc de probabilit e zero, ou la prediction ne serealise pas. On ne peut ainsi aller
au dela de cette description a des ensenbles de mesure nulle pres.
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a lieu ce depart est egalemen arbitraire, tout commel'origine choisie dansle plan, on en conclut
gue le mouvementbrownien bidimensionnel visite tout voisinage de tout point in niment souvent.
Il estdonc recurrent en deux dimensions comme en une dimension.

Il est egalemen tresinteressan de xer r et , dans (112), et de prendre la limite d'un
voisinage in nit esimal de I'origine, soit ;3 ! 0. On trouve alors par cortinuite que ux(r; 1 =
0; 2) = 1. La probabilite que le mouvemen brownien, parti de la distance a l'origine r 6 0,
s'eloigne de l'origine a une distance arbitraire , > r, et sansavoir visite l'origine en 1 = 0, est
donc egalea 1. Autrement dit, le brownien, s'il ne part pasde l'origine O, s'eloignede cette origine
avec probabilit e 1, sansjamais pouvoir la visiter.

On en deduit le resultat, apparemmert paradoxal, qu'en deux dimensions le mouvement
brownien visite un point donne avec une prokabilite nulle, mais qu'il visite son voisinageimmediat
in niment souventavec prokabilite 1 !

Ce double resultat est d0 a la presencedans I'esperance(112) d'une fonction, le logarithme,
qui diverge a la fois a courte distance, pour 3 ! 0, et a grande distance, pour , ! 1 . Ceci
est particulier a deux dimensions,et annonciateur despropri etesexceptionnellesdites d'invariance
conforme en deux dimensions,qui serort decrites dansla section suivante.

En d > 2 dimensions,une simple loi de puissancegouverne le potentiel newtonien ug(r) (87),
et une divergenceapparat a courte distance. Nous allons voir les conseequencesgle cette divergence
pour les proprietesde recurrencedu mouvemert brownien.

Mentionnons cependart que cesproprietesne constituent que le \sommet de l'iceberg" : le
caractere singulier du potentiel a courte distance est la source des proprietes de divergencedes
theories quantiques des champs, qui ont amenre a la creation de la theorie de la renormalisa-
tion, dont les conseequencesont ete si fructueusespour la physique des particules elemertaires et
la mecanique statistique.®® En e et, les intersections de mouvemert browniens’? fournissert le
mecanismegeometrique aleatoire qui sous-tendtoute theorie des champs en interaction.3Cette
equivalencea ete fondamertale en theorie despolymeres?* et aussidans la th eorie rigoureusedes
transitions de phasede secondordre.®> Mais \rev enonsa nos moutons".

3.6.3 Le casd-dimensionnel

Nous sommesmaintenant bien armespour passerau casd-dimensionnel,pour d > 2. Considerons
deux hyperspheresconcerriques, S; et Sy, certresa l'origine O, et de rayonsrespectifs ; et »,
avec 1 < ».Lebord du domaineD estdonc constitue de cesdeux spheres,@ = S;[ S;. Posons
le problemede Diric hlet (103)

u = 0 dans D; (113)
u = 0surS;; u=1sursS;: (114)

La encore,en utilisant cette-fois le potentiel newtonien d-dimensionnelug(r) (87), il est facile de
voir que la solution du problemede Dirichlet, a symetrie spherique, esta une distancer du certre :
Ug() ua(a) _r2°¢ §°
Ua( 2)  ua( 1) % d f d’

Cette fonction satisfait evidemmen a (114) ; elle est harmonique dans le d-domaine annulaire D,
car le potentiel uq(r) (87) I'est (sauf a l'origine, qui n'appartient pasa D).

ug(r; 1; 2) = rooo (115)

910n pourra consulter a ce sujet le texte Renormalization du Seminaire Poincare 2002, in B. Duplantier &
V. Rivasseau(Eds.), Poincare Seminar 2002 , Progress in Mathematical Physics, vol. 30, Birkheauser, Bale (2003) ;
voir aussi la monographie de J. Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critic al Phenomena, 4th Edition, Oxford
Univ ersity Press (2002).

92G. F. Lawler, Intersection of Random Walks (Birkheauser, Boston, 1991).

93K. Symanzyk, in Local Quantum Theory, edite par R. Jost (Academic Press, London, New-York (1969)).

%4p_.G. de Gennes, Phys. Lett. A38, 339-340 (1972) ; J. des Cloizeaux, J. de Physique 36, 281-291 (1975).

95 M. Aizenman, Phys. Rev. Lett. 47, 1-4, 886 (1981) ; Commun. Math. Phys. 86, 1-48 (1982) ; D. C. Brydges,
J. Frohlich, and T. Spencer, Commun. Math. Phys. 83, 123-150 (1982) ; G. F. Lawler, Commun. Math. Phys. 86,
539-554 (1982).
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Appliqguons en n le resultat probabiliste : uq(r; 1; 2) (115) estla probabilit e qu'un mouve-
ment brownien, parti d'un point donne a une distancer du certre, rencortre la sphere exterieure
avant la sphereinterieure.

Prenonsd'abord dans (115) la limite ,! 1 ,ar et ; x es.Commela dimensiond estici
superieurea2,ona 3 41 0. La probabilit e pour le mouvemert brownien de s'echapper a I'in ni,
ug(r; 1; 2! 1), estdonc par continuite la limite ug(r; 1;1)=1 ( 1=r)9 2. Celle-ciest donc
nie .

Ce resultat montre qu'a partir de I'espace a trois dimensions, le mouvementbrownien n'est
pasrecurrent, car lI'espacey estplus grand qu'en une ou deux dimensions.On dit qu'il esttransient.
Ceresultat, tr esimportant entheoriedesprobabilit es,a ete obtenu, de maniere elegarte et simple,
par la theorie du potentiel.

La probabilit e complemenaire, pq(r; 1;1) = 1 uq(r; 1;1 ), de toucher le voisinage de
l'origine, a distance ; r, estdonc egalea ( 1=r)¢ 2. Pour le cas physique usuel, d = 3, on
trouvedoncps(r; 1;1 )= q1=r,pour 1 r.

On peut generaliserla de nition de cette fonction py(r; 1;1 ) atout I'espace,en lui donnant
la valeur 1 al'interieur de la spherede rayon 1, c'est-a-dire pour r 1. Cette fonction generalisee
est appelee le potentiel capacitif de la sphere de rayon ;. Le potentiel capacitif d'un ensenble B
est un conceptimportant de la theorie classiquedu potentiel ; c'est une fonction harmonique en
dehorsde B, egalea 1 a l'interieur de B, et nulle a I'in ni. C'est donc la probabilit e pour qu'une
particule animeed'un mouvemert brownien et partant d'un point donne, atteigne B.

Les recherches dans ce domaine ont permis de decouvrir d'imp ortantes generalisations, a la
fois de la theorie du mouvemert brownien et de celledu potentiel. Nous avonsvu que I' equivalence
entre eux reposait sur la propri ete de Markov du mouvemen brownien. On a pu montrer qu'a tout
processude Markov \standard" on peut assaier une theorie du potentiel generalisee.

On voit donc la relation profonde qui existe entre la theorie mathematique du potentiel,
inverntee au dix-septieme siecle par Newton, puis developpe par Laplace, Poissonet Green, et le
mouvemert brownien, obsene a la m&éme epoque, mais compris seulememn au vingti eme siecle,
gracea Sutherland, Einstein, Smoludhowski et Langevin en physique, puis Wiener, Levy et Kaku-
tani en mathematiques.

4 La geometrie ne de la courbe brownienne plane

4.1 Frontiere brownienne

Dans cette derniere partie, nous nous interessonsa la geometrie de la courbe brownienne plane.
Par courbe brownienne, ou encorechemin brownien, nous entendonsla courbe aleatoire traceepar
un mouvemen brownien dans le plan. Nous en voyons un represenant typique en gure 1. En
particulier, nousallons nous interessera la frontiere de cette courbe. Celle-ci enveloppe I'ext erieur
de la courbe brownienne.On obsene que c'est une courbe extrémemer irr eguliere,fractale au sens
de Mandelbrot ( gure 12).%

Par dessimulations numeriquesprecises,celui-ci conjectura en 1982 que cette fronti ere etait
en fait la limite continue d'une marche aleatoire bien particuli ere, la marche auto-evitante ( gure
13). Il s'agit lad'un processusou le marcheur aleatoire n'a pasle droit de recouper sapropre trace.
Pour la de nir, on considere a priori I'ensenble destra jectoires possiblesavec recoupemerts d'un
marcheur aleatoire sur le reseaucarre, par exemple, et I'on selectionnel'in me partie de cellesqui
n'ont aucun recoupemert avec elles-memes?’

9% 0On peut consulter les ouvrages classiquesde Benot Mandelbrot, Les objets fractals : forme, hasard et dimension,
survol du langage fractal, Champs, Flammarion (1999), et The Fractal Geometry of Nature, Freeman, New-Y ork
(1982).

97Voir les deux monographies : P.-G. de Gennes, Scaling Conceps in Polymer Physics, Cornell Univ ersity Press
(1979) ; J. des Cloizeaux and G. Jannink, Polymers in Solution, their Modeling and Structur e (Clarendon, Oxford
Univ ersity Press, 1989).
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Figure 12: Frontiere ou envelopg exterieure d'un chemin brownien plan.

Figure 13: Une marche aleatoire auto-evitante dans le plan (fournie gracieusementpar T. G.
Kennedy, Universty of Arizona).

Il enresultait la conjecture que la dimension fractale ou de Hausdor de la fronti ere browni-
enne etait egalea Dy = 4=3, comme celle calculee par le physicien neerlandaisBernard Nienhuis
en 1982 pour les marches auto-evitantes bi-dimensionnelles?®® La dimension fractale Dy est ici
de nie, d'une maniere non rigoureuse,comme suit. On couvre l'objet fractal de taille R par des
petits cerclesdisjoints de rayon ", et I'on compte le nombre n de tels cercles.En general, ce nom-
bre crot en fonction de R et " comme une loi de puissance,n / (R=")DH . On voit donc que
Dy generalisea des ensenbles tresirr eguliersla notion de dimension euclidienne des ensenbles
reguliers.

B. Nienhuis s'appuyait sur une represertation de mecanique statistique, dite du gaz de

98B. Nienhuis, Phys. Rev. Lett. 49, 1062-1065 (1982); J. Stat. Phys. 34, 731-761 (1984); Phase Transitions and
Critic al Phenomena, edite par C. Domb et J. L. Lebowitz, (Academic Press, London, 1987), Vol. 11.
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Coulomb, precurseur des methodes d'invariance conforme ou de theorie des champs conformes
qui allaient faire irruption en 1984 dans la theorie des phenomenescritiques bi-dimensionnels,
graceaux travaux de Belavin, Polyakov et Zamolodchikov.%°

Figure 14: Probleme de Dirichlet assaie a un chemin brownien plan. Celui-ci sert d'electrode ou
le potentiel s'annule.

La conjecture de Mandelbrot fut prouveerigoureusemen dans le cadre de la theorie proba-
biliste en 2000 par Greg Lawler, Oded Schramm et Wendelin Werner,!® a l'aide d'un processus
stochastique invariant conforme inverte par Schramm, le SLE (\Stochastic Loewner Evolution"),
lui-me&mefonde sur le mouvemert brownien.0t

Une demonstration heuristique de la conjecture de Mandelbrot di ererte, inspireepar certains
resultats probabilistes d'invariance conforme de Lawler et Werner,1%? avait ete donneeauparavant
en 1998dansle cadre de la physique theorique,a I'aide du formalisme dit de gravit e quantique en
th eorie des champs conformes?03

Nous n'allons pas decrire ici cestravaux en detaill®, mais plutdt la generalisation de leurs
resultats a la geometrie ne du mouvemert brownien, et a la nature multifr actale de sa fronti ere.

9A. A Belavin, A. M. Polyakov et A. B. Zamolodchikov, Nucl. Phys. B241, 333-380 (1984). On peut trouv er
une intro duction dans l'ouvrage de C. Itzykson et J.-M. Droue, Theorie statistique des champs, tome 2, EDP
Sciences/CNRS Editions (2000). Pour les approfondissements, voir par exemple J. L. Cardy, dans Phase Transitions
and Critic al Phenomena, edite par C. Domb et J. L. Lebowitz, (Academic Press, London, 1987), Vol. 11; J. L. Cardy,
Conformal Invarianc e and Statistic al Mechanics, dans \Fields, Strings, and Critical Phenomena“, Les Houches
Summer School 1988, edite par E. Brezin et J. Zinn-Justin, North-Holland, Amsterdam (1990) ; Ph. Di Francesco,
P. Mathieu et D. Senechal, Conformal Field Theory, Springer-V erlag, New-Y ork (1997).

100G, F. Lawler, O. Schramm, et W. Werner, Acta Math. 187 () 237-273, (Il) 275-308 (2001),
arXiv:math.PR/9911084, arXiv:math.PR/0003156; Ann. Inst. Henri Poincare PR 38 109-123 (2002),
arXiv:math.PR/0005294 ; Acta Math. 189 179-201 (2002), arXiv:math.PR/0005295; Math. Res. Lett. 8, 401-411
(2001), math.PR/0010165.

1010, Schramm, Israel Jour. Math. 118 221-288 (2000). Le processusSLE , et sa trace, sont engendres par une
equation, dite de Loewner, qui decrit I'evolution de la transformation conforme de Riemann du disque unit e sur
lui-m &me, qui e ace la trace en question et I'envoie sur le bord du disque, sousla forme d'un mouvement brownien
caracterise par un coe cien t de diusion . La transformation conforme peut aussiagir dans le demi-plan complexe.

102G, F. Lawler et W. Werner, Ann. Probab. 27, 1601-1642 (1999).

103g  puplantier, Phys. Rev. Lett. 81, 5489-5492(1998) ; ibid. 82, 880-883(1999), arXiv:cond-mat/9812439.

104 pour plus de details, nous renvoyons le lecteur a l'article pour grand public de Wendelin Werner, Les chemins
aleatoires, paru dans Pour La Science en abut 2001.

Pour le processusSLE, on peut consulter : les notes de cours de W. Werner, Random Planar Curves and Schramm-
Loewner Evolutions , Lectures Notes from the 2002 Saint-Flour Summer School, Springer L. N. Math. 184Q 107-195,
(2004), arXiv:math.PR/0303354 ; le livre tresrecert de G. F. Lawler, Conformal ly Invariant Processesin the
Plane, AMS (2005), ainsi que l'article de W. Kager et B. Nienhuis, A Guide to Stochastic Loewner Evolution and
its Applications, J. Stat. Phys. 115 1149-1229 (2004), arXiv:math-ph ys/0312056.

Pour le lien du SLE avec la gravit e quantique, voir : B. Duplantier, Conformal Fractal Geometry and Boundary
Quantum Gravity, dans Fractal Geometry and Applic ations, A Jubilee of Beno’t Mandelbrot, Proceedings of Sym-
posia in Pure Mathematics, AMS, Vol. 72, Part 2, edite par M. L. Lapidus et F. van Frankenhuijsen, pp. 365-482
(2004) ; arXiv:math-ph ys/0303034.
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Celle-cireveleene et une structure scindeeen un continuum de sous-enserblesfractaux que nous
allons decrire.

Dans la corntinuite de la partie precederte, nous allons considerer la theorie du potentiel
assaiee au voisinaged'un chemin brownien plan. Nous allons montrer commert la geometrie ne
de la fronti ere brownienne va alors appara'tre comme composarte essetielle de la solution du
probleme electrostatique de Diric hlet assaie.

4.2 Theorie du potentiel au voisinaged'une courbe brownienne
4.2.1 Problemede Diric hlet brownien

Consideronsdonc un chemin brownien plan B, place a l'interieur d'un grand cercle, et le probleme
de Dirichlet assaie ou le potentiel u vaut u = 0 sur la frontiere @ de la courbe brownienne, et
u = 1surlecercle(gure 14). Le chemin brownien sert donc d'electrode creart le potentiel, et par
in uence electrostatique, sa fronti ere va secharger. Il s'agit a priori d'un problemecomplique, car
la courbe brownienne est completemert aleatoire !

Loin du brownien, le potentiel va dependredela geometrie globaledu systeme,et enparticulier
de la presencedu cerclequi fait o ce d'electrode exterieure. Imaginonsun instant que celle-ci soit
repoussetresloin. La courbe brownienne apparat alors comme ponctuelle, c'est-a-dire ramassee
en un point depuis les regionsintermediaires situeesloin d'elle-méme (et du cercle exterieur). Le
potentiel variera alors comme celui d'une charge ponctuelle egalea celle portee par la frontiere,
c'est-a-dire commele potentiel newtonien logarithmique ux(r) (89).

En revanche, presde la courbe brownienne, la geometrie de la fronti ere va etre determinante.
Le potentiel s'annulant exactemen sur la fronti ere @B, la question naturelle qui se poseest alors
celle de son comportement analytique au voisinagede @B, c'est-a dire la manieredont il tend vers
0. Comme la geonmetrie de la fronti ere, particuli eremen sauvage,changeen tous lieux, la maniere
dont le potentiel s'annule change egalemen.

Cependart, I'al eatoire brownien cade en son coeur une regularite structurelle fondamertale
liee a son invariance conforme, et I'on peut en fait decrire le potentiel presdu chemin brownien
d'une maniere certes probabiliste, mais universelle.

4.2.2 L'invariance conforme

Une transformation conforme du plan est une bijection du plan dans lui-m&mequi consene les
anglesd'intersection entre courbes. On montre qu'a toute fonction analytique du plan complexe
( z) on peut assaier une telle transformation conforme. Localemen, c'est-a-dire d'une maniere
in nit esimale au voisinagede l'image ( z) d'un point quelconquez en coordonneescomplexes,
une transformation conformeestla composition d'une dilatation locale (par un facteur j %z)j), et
d'une rotation autour de ( z) (par un anglearg %z)). C'est pourquoi les anglessort localemen
consenes.

Revenonsalors pour un instant a la represenation browniennedu problemegeneral de Diric h-
let dansun domaineD (gure 11), et au mouvemert brownien auxiliaire issud'un point arbitraire
P, arrete lorsqu'il touche la frontiere @, et dont l'integrale de Wiener represerte le potentiel
u(P). Imaginons le domaine D &tre transforme par une transformation conforme enun domaine
D°= ( D), tandis que la trajectoire brownienne B est transformeeen une courbe ( B), arretee

Pour le lien du SLE avec la theorie des champs conformes, voir :

R. Friedrich et W. Werner, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. | Math. 335 947-952 (2002), arXiv:math.PR/0209382 ;
Commun. Math. Phys., 243 105-122 (2003), arXiv:math-ph/0301018 ; W. Werner, Conformal restriction and
related questions, Proceedings of the conference Conformal Invarianc e and Random Spatial Processes Edin-
burgh, July 2003, arXiv:math.PR/0307353 ; W. Werner et G. F. Lawler, Probab. Th. Rel. Fields 128 565-
588 (2004), arXiv:math.PR/0304419 ; W. Werner, C. R. Ac. Sci. Paris Ser. | Math. 337, 481-486 (2003),
arXiv:math.PR/0308164 ; voir aussiJ. Dubedat, arXiv:math.PR/0411299 ;

M. Bauer et D. Bernard, Phys. Lett. B543 135-138 (2002), arXiv:math-ph/0206028 ; Commun. Math. Phys.
239 493-521 (2003), arXiv:hep-th/0210015 ; Phys. Lett. B557, 309-316 (2003), arXiv:hep-th/0301064 ; Ann. Henri
Poincare 5, 289-326 (2004), arXiv:math-ph/0305061 ; Proceedingsof the conference Conformal Invarianc e and Ran-
dom Spatial Processes Edinburgh, July 2003, arXiv:math-ph/0401019 ; (avecJ. Houdayer) arXiv:math-ph/0411038 ;
arXiv:cond-mat/0412372 ; (avec K. Kyteola) arXiv:math-ph/0503024.
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lorsqu'elle touche la frontiere @°= ( @). Paul Levy a montre que ( B) est encorela trajec-
toire d'un mouvemert brownien, a un changemen de temps pres: c'est la propriete d'invariance
conforme du mouvementbrownien plan.1%

Considerons alors le nouveau potentiel uYP% au point transforme P°= ( P), solution du
probleme de Dirichlet dans le domaine transforme D® Comme tous les objets geometriques qui
represertent le potentiel ont ete transformespar , et que le chemin brownien auxiliaire trans-
forme est demeure brownien, il en resulte que son integrale de Wiener, uP9, est inchangee. Le
potentiel uYP% estdonc egalau potentiel u(P), solution du problemede Diric hlet dansle domaine
originel D et il y a ainsi invariance du potentiel lorsquel'on suit cette transformation conforme.

Dans le cas qui nhous occupe plus particuli eremen ici, celui du problemedu potentiel u(P)
de Diric hlet au voisinaged'une courbe brownienne plane ( gure 14), la represenation brownienne
du potentiel introduit un secondmouvemert brownien auxiliaire qui di use a partir du point P,
tout en evitant la courbe brownienne originelle (gure 15). Comme nous venonsde le voir, les
deux chemins browniens sont statistiquement invariants conformeset ce probleme probabiliste
geometrique est invariant par toute transformation conforme du plan.

4.2.3 Le rdle desangles

Les transformation conformesconsenert les anglesdans le plan, et c'est pourquoi ceux-ci vont
jouer un rple essetiel dansla description du potentiel au voisinagede la fronti ere brownienne.

Consideronsd'abord le probleme simple du potentiel existant dans un secteurangulaire du
plan. Plus preciemert, consideronsun angled'ouverture autour d'un sommetw (gure 16). On
montre facilemert, en utilisant la transformation conforme siguliere du plan complexe qui ouvre
llangle enunangleplat, ( z) = z =, quele potentiel u(z) varie en un point d'axe complexez
situe presde w comme

uiz) r °; (116)

ou r estla distancedu point au sommetw, r = jz wj. Pour un angleplat, = , etl'on retrouve
bien un comportemert lineaire en fonction de la distance, qui correspond a un champ electrique
constart au voisinagede la ligne.

4.3 Multifractalit e
4.3.1 Distribution du potentiel

Revenonsen n ala questioninitiale de la distribution de potentiel au voisinagede la courbe brown-
ienne B ( gures 14 et 15). Safrontiere @ est une courbe fractale sansecdelle microscopique,et les
irr egularitesde cette courbe descenden jusqu'a I'in nimen t petit. Parmi toutes cesirr egularites,
il est naturel, du point de vue de la theorie du potentiel et de I'in variance conforme, de rechercher
cellesqui sort localement comme des\angles". En e et, cette distribution d'angles et la distri-
bution de potentiel assaieesort invariantes par transformation conforme. Elle sort donc stables
dans la classede toutes les courbes browniennesobtenues par transformee conforme d'une seule
realisation d'une courbe brownienne.

On classealors les points w du bord @ selon les proprietes de variation du potentiel u(z)
lorsqu'un point P d'axe complexez s'approche de w sur le bord. On dit qu'un point w est de
type si, enun certain sens,

u@z! w) r; (117)

dansla limite ou la distancer = jz wj tend vers0 (gure 17).
En comparart la propriete (117) a la forme (116) du potentiel pour un angle, on voit qu'un
exposart  correspond, du point de vue du potentiel, a un angle electrostatique equivalent tel

105paul Levy, Processus stochastiques et mouvement brownien, Gauthier-Villars, Paris (1965).
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Figure 15: Le potentiel de Dirichlet u cree au point P par une courbe brownienne (en noir), et
s‘annulant sur safrontiere (en rouge), estrepresent par un second mouvementbrownien, auxiliair e
(en bleu), qui diuse a partir de P vers I'exterieur tout en evitant le premier.

Figure 16: Secteur angulaire d'apex w et d'angle

que
= —: (118)

Tout sepassecommes'il existait localemen sur la frontiereun angle = = .19 Le domaine
angulaire etant tel que 0 2 , le domainedesexposarts  est 1=2 < 1, etuntheoreme

do a A. Beurling l'assurerigoureusemert. Le domaineou estproche de 1=2 corresppnda proche
de 2 , c'est-a-dire a un secteurangulaire completemert ouvert, et donca la presenced'une aiguille
tres ne sur la frontiere. Le domaineou esttresgrand correspond a proche de 0, donc a un
secteurangulaire tr esetroit, et I'on parle alors d'un fjord.

Soit maintenant @ I'ensenble despoints de type sur la fronti ere. Pour mesurerla prob-
abilit e de trouver cespoints de type , on introduit la dimension de Hausdor de cet ensenble

@
f()=dm(@ ): (119)

Ceci de nit le spectre multifr actal f () de la distribution de potentiel consideree.Ce spectre est
invariant conforme en deux dimensions, car dans une transformee conforme, les exposarts locaux

106| 3 presenced'un exposart de singularit e locale ne signie pas necessairemen que = = soit egal a l'angle
geometrique, car l'environnement du point w sur un fractal aleatoire fait en general ecran au potentiel et reduit
'angle electrostatique par rapport a l'angle geometrique.
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Figure 17: Comportement singulier enr du potentiel au voisinaged'un point w de type

= = du potentiel sort eux-meémesinvariants.0’

D'un point de vue historique, le conceptde multifr actalite a ete introduit par B. Mandelbrot
en 19741% a propos du phenomenede turbulence en hydrodynamique, puis par H. Hentschel, I.
Procaccia, U. Frisch et G. Parisi.'®® Il fut ensuite developpe a I'Univ ersite de Chicago par T. C.
Halsey et al.'° Il correspond a l'existence d'un ensenble cortinu de dimensionsfractales f (),
fonctions d'un continuum d'exposarts

4.3.2 Spectre multifractal brownien

L'une despremieresproprietesest que la dimensionglobalede Hausdor d'un objet multifractal est
toujours le maximum de son spectre multifractal. Ainsi, pour la fronti erede la courbe brownienne,
celasetraduit par

Du = supf( )= g; (120)

en raison de la conjecture de Mandelbrot mentionn eeplus haut.
Le spectre complet f ( ) pour la courbe brownienne ete calcule en 1998a I'aide de la methode
dite de \gravite quantique".'* On utilise une represenation du méme probleme sur une sur-

107| es de nitions locales de I'exposart et de f ( ) donneesen (117) et (119) sont seulemert heuristiques, et la
maniere de prendre les limites n'y a pas ete precisee. Pour un point donne w sur le bord d'un fractal aleatoire,
il n'existe en general pas d'exposart local stable obtenu par \simple limite" vers le point. On procede alors
autrement. On de nit la mesure harmonique ! (w;r) comme la probabilit e qu'un mouvement brownien parti d'un
point quelconque du cercle exterieur (de I'in ni, donc) touche la frontiere @ pour la premiere fois a I'in terieur de la
boule de cerntre w et de rayon r. Cette mesure harmonique est similaire a la represertation brownienne du potentiel
u(P), qui est la mesure harmonique du bord exterieur du domaine D vue du point P. Ensuite, on de nit I'ensemble
@ despoints du bord @, w = w; , pour lesquelsil existe une suite decroissarte de rayons rj;j 2 N tendant

vers 0, telle quer; * U(w;r) rj - Le spectre multifractal f ( ) est alors de ni globalement comme la limite
pour ! 0 dela dimension de Hausdor de lI'ensemble @ . , soit
n o
f()=|i'm0dim w9 frj! 0;j2Ng:rj+ U(w;ry) r

108g B, Mandelbrot, J. Fluid. Mech. 62, 331-358 (1974).

1094, G. E. Hentschel et I. Procaccia, Physica D 8, 435-444 (1983) ; U. Frisch et G. Parisi, Proceedings of the
International School of Physics \Enric o Fermi" , course LXXXVI 11, edited by M. Ghil (North-Holland, New York,
1985) p. 84.

10T, C. Halsey, M. H. Jensen, L. P. Kadano, |. Procaccia et B. I. Shraiman, Phys. Rev. A 33, 1141-1151(1986);
ibid. 34, 1601 (1986).

111B Duplantier, Phys. Rev. Lett. 82, 880-883 (1999), arXiv:cond-mat/9812439.
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Figure 18: Fonction multifr actale f ( ) de la frontiere brownienne.

face aleatoire, ou la metrique uctue, au lieu du plan euclidien habituel. Les lois probabilistes
geometriquesy sort grandemernt simpli eespar les uctuations \quantiques" de la metrique et le
comportement singulier du problemede Diric hlet brownien directemert accessible

On peut revenir ensuite au spectre multifractal dans le plan R?, grace a une relation fon-
damentale entre exposarts critiques dans le plan et sur une surface aleatoire, la formule dite
de \KPZ", decou\erte originellemert en 1988 par trois physiciensrusses,Knizhnik, Polyakov, et
Zamolodchikov.'? Nous n'avons pas la placeici de developper plus avant cette methode.'3

On trouve la formule

f()= +b

Cette courbe est tracee en gure 18. Le domaine de de nition en est bien la demi-droite
(1=2;+1 ). On verie quele maximum def sesitue a la valeur 4=3, en accord avec la conjecture
de Mandelbrot (120) pour la dimension fractale de la frontiere. Il correspond a une valeur = 3,
soit a un angle electrostatique typique de =3.

En outre, on peut calculer par la mémemethode le spectre multifractal du potentiel presd'une
marche aleatoire auto-evitante, et I'on trouv e un spectre identique a celui de la courbe brownienne,
confrmant pleinemen l'identit e de la fonti ere brownienne a une telle marche auto-evitante.

Mentionnons que les travaux de Lawler, Schramm et Werner cortiennent aussi en principe
l'information necessaireau calcul de ce spectre du potentiel brownien. Dans I'appro che rigoureuse
par le SLE, cesauteurs identi en t la frontiere a celle du processusSLEg, conjecture &tre aussiun
SLEg-; et la limite d'ecdelle du polymere auto-evitant.

Cette courbef (), appeleeaussispectre de la mesureharmonique, resouddoncle problemede
la distribution de potentiel au voisinaged'un chemin brownien dans un sensprobabiliste, puisque
l'on conndt ainsi la dimension fractale de I'ensenble des points ou le potentiel varie de maniere
determinee,enr

112y G. Knizhnik, A. M. Polyakov and A. B. Zamolodchikov, Mod. Phys. Lett. A 3, 819-826 (1988).

1138, puplantier, Conformal Fractal Geometry and Boundary Quantum Gravity, dans Fractal Geometry and
Applic ations, A Jubilee of Benot Mandelbrot, Proceedings of Symposia in Pure Mathematics, AMS, Vol. 72, Part
2, edite par M. L. Lapidus et F. van Frankenhuijsen, pp. 365-482 (2004) ; arXiv:math-ph ys/0303034 ; voir aussi V.
Fateev, A. Zamolodchikov, Al. Zamolodchikov, Boundary Liouvil le Field Theory |. Boundary State and Boundary
Two-point Function, arXiv:hep-th/0001012 ; I. K. Kostov, B. Ponsot et D. Serban, Nucl. Phys. B683 309-362
(2004), arXiv:hep-th/0307189 ; I. K. Kostov, Nucl. Phys. B689 3-36 (2004), arXiv:hep-th/0312301 ; Proceedings of
the Conference \Lie theory and its applications in physics - 5", Varna, Bulgaria (2003), arXiv:hep-th/0402098, et
les referencescit ees.
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Figure 19: Double spirale logarithmique.

Les autres valeurs de b (b = 251—2C 2, ou c est la \charge certrale” de la theorie con-

forme assaiee) dans (121) engendrent les spectres multifractaux du potentiel ou de la mesure
harmonique de I'ensenble des courbes aleatoires invariantes conformesdans le plan. Ce sort les
SLE qui decrivert les bords d'amas critiques dans les modeles statistiques bi-dimensionnels, tels
les modelesd'lsing ou de Potts. 114

4.4 Multifractalit e generalisee
4.4.1 Spiraleslogarithmiques

Nous avons considere jusqu'a presen les seulesvariations du potentiel. On peut aussi etudier la
forme deslignes equipotentielles. Comme le potentiel suit les proprietesd'invariance conforme de
la courbe brownienne, il nousfaut tout d'abord determiner lesformesgeometriques conseneespar
cette invariance.

Ce sort les spirales logarithmiques qui jouent un rdle particulier dansla theorie du potentiel
en deux dimensions. Une telle spirale certreea l'origine est de nie par la variation logarithmique
de l'angle polaire ' en fonction de la distancer a l'origine :

= Inr;

ou estun parametre reel positif ou negatif.

Lorsquel'on applique une transformation conforme , celle-ciest equivalente au voisinagedu
certre a unedilatation, r ! j 90)jr, composeeavecune rotation. La dilatation transforme l'angle
"= Inren Inr+ j Y0)j, etil s'agit donc d'une rotation locale de la spirale dont la forme
geometrique est ainsi consenee.

La fronti ere brownienne est une equipotentielle par construction. Il va exister une multitude
de points ou cette fronti ere equipotentielle va s'enrouler localemert sur elle-mémeen double spirale
logarithmique, comme montre en gure 19.

4.4.2 Spectre mixte multifractal

On arrive alors a l'idee d'llia Binder en 1997 dans sa thesé!® de de nir une multifractalit e
generalisee.On recherchel'ensenble @ . despoints w de la fronti ere @3, ou le potentiel varie en

1148, Duplantier, Phys. Rev. Lett. 84, 1363-1367 (2000), arXiv:cond-mat/9908314 ; J. Stat. Phys. 110 691-738
(2003), arXiv:cond-mat/0207743.

115] A, Binder, Harmonic Measure and Rotation of Simply Connected Planar Domains, PhD Thesis, Caltech
(2997).
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loi de puissancedonneer , et la fronti ere spirale avec un taux donne . Cesconditions s'ecrivent
heuristiguemert pour un point z voisin dew :

u(z! w2@. ) r;
"(z! w2@. ) Inr; (122)

dansla limite r = jz  wj! 0. La dimensionde Hausdor f (; )= dim(@. ) denit alorsle
spectre multifr actal mixte, qui est invariant conforme car sousune transformation conforme a la
fois et sort localemen invariants.

Avec llia Binder, nous avons calcule ce spectre mixte pour un mouvemert brownien, par la
methode de gravit e quantique.*'® Il satisfait a une equation d'edelle exacte

. — 2 2.
FG =0+ 9 70— b7 (123)
qui donne pour (121)
b 2 25
f(; )= +b > 1 % b= B (124)
Son domaine de de nition est %(1 + 2), en accord avec un theoremede Beurling. Di ererts

spectressort represeriesen gure 20.

Figure 20: Spectre multifr actal universel f (; ) du chemin brownien pour di erentes valeurs du
taux de spirale . Le maximum f (3;0) = 4=3 estla dimension de Hausdor de la frontiere.

Cette fonction ne dependart pasdu signede , lesrotations spiralesdans les senspositif et
negatif sort equiprobables,comme attendu. On obsene que I'on retrouve le spectre harmonique
precedert f ( ) commele maximum

f()=f(; =0=supf(; ):

Par symetrie, la situation la plus probable pour un point du bord estI'absencede rotation spirale,
soit = 0.

On peut aussi considerer uniquemert la dimension fractale Dy ( ) des points du bord, qui
sont dessommetsde spiraleslogarithmiques detype . Pour cela,on prend le maximum du spectre
mixte par rapport a l'autre variable,

Dh()=sup t(; )=3 o7

116, puplantier et I. A. Binder, Phys. Rev. Lett. 89, 264101 (2002); arXiv:cond-mat/0208045.
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Figure 21: Dimension fractale Dy ( ) des sommetsde spirales de type le long de la frontiere
brownienne.

Cette dimensionfractale a donc la forme d'une parabole en fonction de , dont la valeur maximale
est encorela dimension de Hausdor globale de la frontiereDy = 4=3 (gure 21).

Il nousreste a faire quelquesremarques.

Les calculs de gravit e quantique peuvent etre generalisesa toute la classedescourbesinvari-
antes conformesdu plan, et donc au processusde Schramm SLE. Les spectressort donnespar les
meémesformules (121), (124) pour di erertes valeurs du parametre b.

On predit en particulier par cette methode heuristique que les spectresd'une courbe brown-
ienne, d'un amas de percolation*'” et d'une marche auto-evitante sort identiques. Il s'ensuit que
la fronti ere brownienne et la fronti ere d'un amasde percolation cencident avec une marche auto-
evitante dansla limite d'edelle, ce qui etend la conjecture de Mandelbrot.

Enn, ces resultats multifractals, originellement trouves d'une maniere heuristique en
physique th eorique, peuvert en princip e tre demortr esrigoureusemen dans le cadre probabiliste
generaldu SLE .*'® Fronti erebrownienneet fronti erede percolation y sort identi eesa la fronti ere
du processusSLEg (grace aux travaux deja cites de Lawler, Schramm et Werner, et ausside S.
Smirnovt!® et V. Be ara *?%), tandis que d'un point de vue rigoureux la mémeidenti cation a la
marche auto-evitante a un processusSLEg-3, certainemert vraie, reste a demortrer 1121

Nous voici rendus au bout de ce chemin commene avec Robert Brown en 1827 et sesobser-
vations au microscope, Einstein en 1905 et sa theorie des uctuations browniennes.Le nouveau
paradigme des chemins stochastiques pourrait etre aujourd’hui le SLE, ou Stochastic Loewner
Evolution, lui-m&meengendie par un mouvemert brownien sur le bord d'un domaine plan, et aux
assezextraordinaires proprietesd'invariance conforme dans le plan euclidien. Ce processusnous
a alors entra™esvers les rivagesde la gravit e quantique bi-dimensionnelle, ou la stochasticite du
SLE senble appeler les changemens uctuan ts de la metrique. Nous avons ainsi retrouve en un

1178, Duplantier, Phys. Rev. Lett. 82, 3940-3943 (1999), arXiv:cond-mat/9901008 ; M. Aizenman, B. Duplan tier
et A. Aharony, Phys. Rev. Lett. 83 1359-1362 (1999), arXiv:cond-mat/9901018.

118| A, Binder et B. Duplantier, en preparation ; voir aussi D. Beliaev, Harmonic Measure on Random Fractals,
PhD thesis, KTH, Stockholm, Sweden, 2005.

1193, smirnov, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. | Math. 333 239-244 (2001).

120y Beara, arXiv:math.PR/0211322, a para’tre a Annals of Probability .

121G, F. Lawler, O. Schramm et W. Werner, On the Scaling Limit of Planar Self-Avoiding Walk, dans Frac-
tal Geometry and Applic ations, A Jubilee of Benot Mandelbrot, Proceedings of Symposia in Pure and Applied
Mathematics, AMS, Vol. 72, Part 2, edite par M. L. Lapidus et F. van Frankenhuijsen, pp. 339-384 (2004),
arXiv:math.PR/0204277.
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certain senslestravaux d'Einstein, dont la theoriede la relativit e generalede 1916expliqua que la
gravitation equivaut a un changemen de metrique. Voici la mecaniquestatistique qui a son tour
s'engou re dans la brede, souhaitons-lui de fructueux developpemerts !
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